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Abstrakt:
Tato pra´ce se zaby´va´ optimalizac´ı trajektorie roboticke´ho manipula´toru. V prvn´ı cˇa´sti je
zameˇrˇena na rˇesˇen´ı kinematicke´ a dynamicke´ u´lohy prostorovy´ch mechanismu˚. Na´sledneˇ se
zaby´va´ geneticky´mi algoritmy a pozˇadavky na krite´ria pro optimalizaci trajektorie manipula´toru.
Ve druhe´ cˇa´sti pra´ce je vyrˇesˇena kinematicka´ a dynamicka´ u´loha se´riove´ho manipula´toru se
sfe´ricky´m za´peˇst´ım. Da´le je navrzˇena trajektorie se spojitost´ı druhe´ho rˇa´du, ktera´ je na´sledneˇ
optimalizova´na dle navrzˇeny´ch krite´ri´ı.
Abstract:
The work deals with the trajectory optimization of robot manipulator. First part is focused on
kinematics and dynamics of 3D mechanisms. Then genetic algorithms and criterions for tra-
jectory optimization are discussed. In the second part there is kinematic and dynamic solution
of anthropomorphic robotic arm with a spherical wrist. Then there is second order continuos
trajectory designed, which is optimized in accordance with considered criterions.
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1 C´ıle pra´ce
C´ılem pra´ce je sezna´mit se s rˇesˇen´ım kinematicke´ a dynamicke´ u´lohy prostorovy´ch mechanismu˚
a optimalizacˇn´ımi metodami. V prakticke´ cˇa´sti pra´ce ma´ by´t zvolen konkre´tn´ı manipula´tor a
navrzˇena trajektorie jeho pohybu. Dle poznatk˚u z teorieticke´ cˇa´sti pra´ce pak ma´ by´t provedena
optimalizace navrzˇene´ trajektorie pohybu.
• Sezna´mit se s rˇesˇen´ım kinematicke´ a dynamicke´ u´lohy prostorovy´ch mechanismu˚.
• Sezna´mit se s optimalizacˇn´ımi algoritmy.
• Prove´st na´vrh trajektorie pohybu manipula´toru.
• Prove´st optimalizaci pohybu konkre´tn´ıho typu manipula´toru.
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2 Motivace
V pr˚umyslove´m procesu se cˇ´ım da´l v´ıce setka´va´me s potrˇebou automatizace a robotizace. Prˇi
teˇchto aplikac´ıch prˇedpokla´da´me velkose´riovou nebo hromadnou vy´robu, ktera´ bude v chodu
v rˇa´du neˇkolika rok˚u a v podstateˇ neprˇetrzˇita´. Prˇi takto dlouhe´m cˇasove´m obdob´ı se potom
promı´tne kazˇda´ usporˇena´ sekunda na strojove´m cyklu nebo kazˇde´ procento usporˇene´ energie.
Toho se da´ dosa´hnout analy´zou mechanismu a vhodnou optimalizac´ı trajektorie pohybu mani-
pula´toru.
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3 Teoreticky´ u´vod k problematice
Pro u´speˇsˇne´ rˇesˇen´ı u´lohy je trˇeba spra´vneˇ analyzovat mechanismus manipula´toru. Za´kladn´ım
krite´riem je uzˇ samotna´ realizovatelnost pohybu. Prvn´ı z nutny´ch podmı´nek jsou limitn´ı u´hly
natocˇen´ı v pohonech, tzn. aby se uvazˇovana´ trajektorie nacha´zela v pracovn´ım prostoru robotu.
Druhou podmı´nkou je pak omezen´ı velikost´ı kroutic´ıch moment˚u jednotlivy´ch pohon˚u.
3.1 Struktura se´riovy´ch roboticky´ch manipula´tor˚u
Roboticky´ manipula´tor je slozˇen z cˇla´nk˚u (teˇles) spojeny´ch klouby a dohromady tvorˇ´ı kine-
maticky´ rˇeteˇzec. Klouby jsou veˇtsˇinou rotacˇn´ı nebo posuvne´. Rotacˇn´ı kloub jako naprˇ. pant
umozˇnˇuje relativn´ı natocˇen´ı mezi dveˇma cˇla´nky. Posuvny´ kloub umozˇnˇuje relativn´ı linea´rn´ı
pohyb mezi dveˇma cˇla´nky [1]. K popisu vza´jemny´ch poloh mezi dveˇma cˇla´nky se pouzˇ´ıvaj´ı
kloubove´ sourˇadnice φ pro rotacˇn´ı klouby nebo d pro klouby posuvne´. Prˇ´ıklady neˇktery´ch
struktur jsou uka´zany na obra´zku 1.
Obra´zek 1: Prˇ´ıklady struktur manipula´tor˚u
V pr˚umyslove´ praxi se velmi cˇasto vyuzˇ´ıvaj´ı manipula´tory s tzv. sfe´ricky´m za´peˇst´ım (te´zˇ Eule-
rovo za´peˇst´ı), ktere´ umozˇnˇuje libovolne´ natocˇen´ı koncove´ho efektoru. To vyply´va´ ze skutecˇnosti,
zˇe se osy trˇ´ı po sobeˇ jdouc´ıch kloub˚u prot´ınaj´ı v jednom bodeˇ [1]. Sche´maticke´ zna´zorneˇn´ı to-
hoto usporˇa´da´n´ı je videˇt na obra´zku 2.
Vy´hodou tohoto uporˇa´da´n´ı je, zˇe zjednodusˇuje kinematickou analy´zu mechanismu. Du˚sledkem
je totizˇ mozˇnost rozdeˇlen´ı u´lohy na rˇesˇen´ı u´lohy polohy cˇa´sti mechanismu a u´lohy orientace
koncove´ho efektoru [1]. Manipula´tor se sˇesti stupni volnosti tak mu˚zˇe by´t rozdeˇlen na rameno
(trˇi stupneˇ volnosti) a za´peˇst´ı (trˇi stupneˇ volnosti). Opakem tohoto usporˇa´da´n´ı je tzv. ofsetove´
za´peˇst´ı.
Obra´zek 2: Sche´maticke´ zna´zorneˇn´ı Eulerova za´peˇst´ı
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3.2 Be´zierova krˇivka
Be´zierova krˇivka stupneˇ n je tvorˇena jedn´ım segmentem, ktery´ je urcˇen n + 1 rˇ´ıdic´ımi body,
ktere´ tvorˇ´ı rˇ´ıdic´ı polygon. Krajn´ımi body rˇ´ıdic´ıho polygonu procha´z´ı (interpoluje je), vsˇechny
vnitrˇn´ı body polygonu aproximuje [2].
Necht’ jsou da´ny rˇ´ıdic´ı body V0,V1, ...,Vn. Potom je vektorova´ rovnice Be´zierovy krˇivky
P(t) =
n∑
i=0
Bi,n(t)Vi = B0,n(t)V0 +B1,n(t)V1 + ...+Bn,n(t)Vn, t ∈ 〈0; 1〉, (3.2.1)
kde ba´zove´ funkce
Bi,n(t) =
(
n
i
)
ti(1− t)n−i = n!
i!(n− i)!t
i(1− t)n−i, t ∈ 〈0; 1〉, i = 0, ..., n (3.2.2)
jsou Bernsteinovy polynomy n-te´ho stupneˇ [2].
Pro u´cˇely bakala´rˇske´ pra´ce byla zvolena Be´zierova krˇivka 3. stupneˇ (kubika) popsa´na vek-
torovou rovnic´ı
P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 + +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3 =
= (1− t)3V0 + 3t(1− t)2V1 + 3t2(1− t)V2 + t3V3, t ∈ 〈0; 1〉. (3.2.3)
3.2.1 Napojen´ı Be´zierovy´ch krˇivek
Prˇi rea´lny´ch aplikac´ıch je veˇtsˇinou potrˇeba definovat v´ıce nezˇ dva pr˚uchoz´ı body, ktere´ je potrˇeba
interpolovat. Z tohoto d˚uvodu bude trajektorie tvorˇena neˇkolika Be´zierovy´mi krˇivkami, ktere´
na sebe navazuj´ı.
Neˇcht’ jsou da´ny dveˇ Be´zierovy krˇivky P(t) a R(t) popsa´ny vektorovy´mi rovnicemi
P(t) = B0,3(t)V0 +B1,3(t)V1 + +B2,3(t)V2 +B3,3(t)V3, t ∈ 〈0; 1〉, (3.2.4)
R(s) = B0,3(s)W0 +B1,3(s)W1 + +B2,3(s)W2 +B3,3(s)W3, s ∈ 〈0; 1〉. (3.2.5)
Prˇi napojova´n´ı krˇivek jsou rozliˇsova´ny spojitosti nulte´ho rˇa´du C0, 1. rˇa´du C1 a 2. rˇa´du C2,
prˇicˇemzˇ podmı´nky teˇchto spojitost´ı vyply´vaj´ı z pozˇadavk˚u na rovnosti derivac´ı prˇ´ıslusˇne´ho rˇa´du
v bodeˇ V3 a W0. Matematicky lze podmı´nky formulovat pro
C0 : P(1) = R(0) → W0 = V3, (3.2.6)
C1 : P′(1) = R′(0) → −3W0 + 3W1 = −3V2 + 3V3, (3.2.7)
kde dosazen´ım za W0 = V3 lze podmı´nku upravit tak, aby byl zrˇejmy´ jej´ı geometricky´ vy´znam
W1 −V3 = V3 −V2 =⇒ V3 = 1
2
(V2 + W1), (3.2.8)
C2 : P′′(1) = R′′(0)→ −3W0 + 3W1 = −3V2 + 3V3, (3.2.9)
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kde dosazen´ım za W0 = V3 a za W1 = 2V3 −V2 lze podmı´nku upravit tak, aby byl zrˇejmy´
jej´ı geometricky´ vy´znam
W2 −V1 = 4(V3 −V2). (3.2.10)
Pro spojitost vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u plat´ı, zˇe mus´ı by´t splneˇny podmı´nky spojistosti nizˇsˇ´ıch spojistost´ı
(pro C2 spojistost dvou krˇ´ıvek mus´ı by´t splneˇny podmı´nky C0 a C1 spojistost´ı) [2].
Pro u´cˇely trajektorie roboticke´ho manipula´toru a pozˇadavku na spojistosti derivac´ı vysˇsˇ´ıch
rˇa´d˚u je zˇa´douc´ı, aby na sebe jednotlive´ krˇivky navazovaly s C2 spojitost´ı. Du˚sledkem te´to spo-
jitosti je, zˇe polohou rˇ´ıdic´ıho bodu V2 v podstateˇ z´ıska´va´me polohu bodu V4 a polohou rˇ´ıdic´ıho
bodu V1 z´ıska´va´me polohu bodu V5. Pro na´zornost je tato skutecˇnost uka´za´na na obra´zku 3.
V0
V1
V2
V3
V4 V5
x
V7
V8
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3
4
5
6
7
8
y
x
R(1
2
)
P(1
2
)
S(1
2
)
R(s)
R(s)
S(s)
s = 1, t = 0
t = 1, u = 0
s = 0, u = 1
4(V3 −V2)
4(V6 −V5)
Obra´zek 3: C2 spojite´ napojen´ı Be´zierovy´ch krˇivek
3.2.2 De´lka krˇivky
Cˇas vykona´n´ı pohybu za´v´ıs´ı na de´lce trajektorie a rychlosti, ktera´ je ovsˇem limitova´na mozˇnostmi
pohon˚u. Z toho vyply´va´, zˇe prˇi optimalizaci trajektorie sehraje svou roli i de´lka krˇivky.
Necht’ je rovinna´ krˇivka vyja´drˇena parametricky´mi rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t),
t ∈ 〈α; β〉. Jsou-li funkce ϕ′, ψ′, χ′ spojite´ na intervalu 〈α; β〉, potom de´lka oblouku krˇivky l
zadane´ parametricky´mi rovnicemi mezi body α a β je da´na vzorcem
l =
∫ β
α
√
(ϕ′(t))2 + (φ′(t))2 + (χ′(t))2 dt [3]. (3.2.11)
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3.3 Kinematicka´ u´loha
C´ılem kinematicke´ho rˇesˇen´ı mechanismu nebo soustavy teˇles je nalezen´ı vztah˚u popisuj´ıc´ıch
cˇasove´ za´vislosti za´visly´ch cˇasovy´ch sourˇadnic z dany´ch cˇasovy´ch za´vislost´ı neza´visly´ch sourˇadnic
prˇi znalosti rozmeˇr˚u soustavy. Ze vztah˚u mezi sourˇadnicemi pak lze odvodit za´vislosti mezi rych-
lostmi, zrychlen´ımi cˇi vysˇsˇ´ımi derivacemi polohy [4].
V mechanice jsou rozliˇsova´ny dva typy u´loh. Prvn´ı spocˇ´ıva´ v tom, zˇe jsou zna´me´ pr˚ubeˇhy po-
hyb˚u pohon˚u a vysˇetrˇujeme pr˚ubeˇhy pohybu libovolne´ho bodu mechanismu prˇ´ıpadneˇ reakcˇn´ı
u´cˇinky ve vazba´ch a pohonech (pokud by se jednalo o dynamickou u´lohu). V tomto prˇ´ıpadeˇ
hovorˇ´ıme o prˇ´ıme´ u´loze. Pokud se omez´ıme na kinematickou prˇ´ımou u´lohu, lze psa´t[
x y z
]T
= f(φ1, φ2, ..., φn). (3.3.1)
U inverzn´ı u´lohy je naopak prˇedepsany´ pohyb neˇjake´ho teˇlesa mechanismu a vysˇetrˇujeme
pr˚ubeˇhy u´hl˚u natocˇen´ı nebo posuv˚u pohon˚u, prˇ´ıpadneˇ reakcˇn´ıch u´cˇink˚u ve vazba´ch a poho-
nech, abychom dosa´hli pohybu po prˇedepsane´ trajektorii. Pokud se omez´ıme na kinematickou
inverzn´ı u´lohu, lze psa´t [
φ1 φ2 ... φn
]T
= f(x, y, z). (3.3.2)
Pro na´zornost je relace mezi sourˇadnicemi pohon˚u a karte´zsky´mi sourˇadnicemi sche´maticky
zna´zorneˇna na obra´zku 4.
Prˇ´ıma´ kinematicka´ u´loha
Inverzn´ı kinematicka´ u´loha
Kloubovy´
prostor
pohon˚u
Karte´zsky´
syste´m
sourˇadnic
φ1
φ2
.
.
φn
T1n
Obra´zek 4: Sche´maticke´ zobrazen´ı prˇ´ıme´ a inverzn´ı kinematicke´ u´lohy
3.3.1 Prˇ´ıma´ kinematicka´ u´loha
Kinematicke´ rˇesˇen´ı, ktere´ poskytuje analyticke´ vyja´drˇen´ı polohovy´ch za´vislost´ı (vy´stupn´ı pa-
rametr lze z´ıskat pouhy´m dosazen´ım do vztahu) je nazy´va´no rˇesˇen´ım v uzavrˇene´m tvaru. Toto
rˇesˇen´ı je mozˇne´ z´ıskat pouze pro neˇktere´ jednodusˇsˇ´ı mechanismy. Obecneˇ to bohuzˇel mozˇne´
nen´ı. Cˇasty´m znakem tohoto rˇesˇen´ı je veˇtsˇ´ı variabilita mozˇny´ch postup˚u a nutnost takove´
rˇesˇen´ı skutecˇneˇ hledat, protozˇe prˇ´ımocˇara´ algoritmizace zde obvykle neexistuje [4].
U slozˇiteˇjˇs´ıch mechanismu˚ se uplatnˇuje numericke´ iteracˇn´ı rˇesˇen´ı. Prˇi tomto postupu rˇesˇen´ı
se hodnoty za´visly´ch sourˇadnic hledaj´ı pro dane´ hodnoty neza´visly´ch sourˇadnic na za´kladeˇ
iteracˇn´ıho procesu vycha´zej´ıc´ıho z hodnot za´visly´ch sourˇadnic zjiˇsteˇny´ch pro prˇedchoz´ı polohu
[4].
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Pro rˇesˇen´ı u´lohy kinematiky se pouzˇ´ıvaj´ı trˇi metody rˇesˇen´ı [4].
• Trigonometricka´ metoda
• Vektorova´ metoda
• Maticova´ metoda
Maticova´ metoda
Za´kladem pro vypracova´n´ı metod kinematicke´ analy´zy i synte´zy va´zany´ch mechanicky´ch syste´mu˚,
a z cˇa´sti i jejich dynamicke´ analy´zy, je kinematika prostorove´ho pohybu bodu a teˇlesa v mati-
cove´ formulaci. Prˇednost´ı tohoto vyja´drˇen´ı je zachycen´ı geometricke´, rychlostn´ı cˇi jine´ velicˇiny
teˇlesa jediny´m symbolem [5].
V prostoru teˇlesa oznacˇene´ho 1 je zvolen sourˇadnicovy´ syste´m F1 = {O1 − x1y1z1} a v pro-
storu teˇlesa oznacˇene´ho 2 syste´m F2 = {O2 − x2y2z2}. Necht’ jsou oba syste´my pravotocˇive´.
Pro dalˇs´ı popis jsou tyto syste´my zobrazeny na obra´zku 5.
O1
x1
y1
z1
O2
x2
y2
z2 L
rO2
r2L
r1L
Obra´zek 5: Sourˇadnicove´ syste´my teˇles 1 a 2
Pro prˇepocˇet mezi absolutn´ımi a relativn´ımi sourˇadnicemi x2L, y2L, z2L bodu L pak plat´ı
maticova´ transformacˇn´ı rovnice
x1L
y1L
z1L
1
 =

s11 s12 s13 x12
s21 s22 s23 y12
s31 s32 s33 z12
0 0 0 1


x2L
y2L
z2L
1
 . (3.3.3)
Vztah 3.3.3 lze zapsat pomoc´ı rozdeˇleny´ch matic jako[
r1L
1
]
=
[
S12 r12
0 1
] [
r2L
1
]
, (3.3.4)
kde se matice S12 nazy´va´ matice smeˇrovy´ch kos´ın˚u.
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Na´sledneˇ lze vztah 3.3.4 prˇepsat do symbolicke´ maticove´ rovnice
r1L = T12 r2L. (3.3.5)
Pr˚uvodicˇ bodu L pak lze s vyuzˇit´ım matice smeˇrovy´ch kos´ın˚u S12 prˇepsat do tvaru
r1L = r1O2 + S12 r2L, (3.3.6)
kde r1O2 popisuje una´sˇivy´ pohyb a S12 popisuje relativn´ı sfe´ricky´ pohyb.
Derivac´ı vztahu 3.3.5 lze odvodit maticove´ za´vislosti pro rychlosti
v1L = T˙1L r2L + T1L r˙2L. (3.3.7)
Polohovy´ vektor r2L se veˇtsˇinou vol´ı konstantn´ı a jeho derivace je tud´ızˇ nulova´. Vztah 3.3.7 se
pak zjednodusˇ´ı na tvar
v1L = T˙1L r2L. (3.3.8)
Rozsˇ´ıˇrena´ rychlost obecne´ho bodu L teˇlesa oznacˇene´ho 2 je pak da´na rovnic´ı
v1L = T12 V12 r2L, (3.3.9)
kde matice rychlosti dle [5] je
V12 =
[
Ω12 S
T
12 r˙12
0 0
]
, kde Ω12 = S
T
12 S˙12. (3.3.10)
Rozepsa´n´ım lze z´ıskat rovnici ve tvaru
v1L = r˙1L = v1O2 + S12 Ω12 r2L, (3.3.11)
kde v1L je rychlost obecne´ho bodu L,
v1O2 je rychlost pocˇa´tku syste´mu 2.
Opeˇtovnou derivac´ı vztahu lze odvodit maticove´ za´vislosti pro rychlosti
a1L = T¨12 r2L = (T˙1L V12 + T12 V˙12) r2L, (3.3.12)
kde se V˙12 = A12 nazy´va´ matice zrychlen´ı a dle [5] ma´ tvar
A12 =
[
Ω˙12 S
T
12 a¨12 −Ω12 ST12v˙12
0 0
]
. (3.3.13)
Rozepsa´n´ım lze z´ıskat rovnici ve tvaru
a1L = r¨1L = a1O2 + S12 Ω
2
12 r2L + S12α12 r2L, (3.3.14)
kde a1L je zrychlen´ı obecne´ho bodu L,
a1O2 je zrychlen´ı pocˇa´tku syste´mu 2.
16
Soucˇasne´ pohyby
Vzhledem k syste´mu 1 se pohybuje syste´m 2, vucˇi neˇmu syste´m 3 atd. azˇ v˚ucˇi syste´mu n −
1 syste´m n. Pohyb syste´mu n v˚ucˇi syste´mu 1 je tedy slozˇen z rˇady soucˇasny´ch pohyb˚u dle
sche´matu na obra´zku 6 [5].
O1
x1
y1
z1
O2
x2
y2
z2
On−1
xn−1
yn−1
zn−1
On
xn
yn
zn L
r1L
rnL
Obra´zek 6: Soucˇasne´ pohyby teˇles
Pohyb obecne´ho bodu L je prˇi jednotlivy´ch pohybech popsa´n rovnicemi
r1L = T12 r2L
r2L = T23 r3L
...
rn−1,L = Tn−1,n rnL.
(3.3.15)
Postupny´m vyloucˇen´ım pr˚uvodicˇ˚u r2L azˇ rn−1,L lze z´ıskat vztah
r1L = T12 T23...Tn−1,n rnL, (3.3.16)
ktery´ vyjadrˇuje pohyb bodu L teˇlesa n.
r1L = T1n rnL. (3.3.17)
Maticova´ metoda vyuzˇ´ıva´ pro prˇepocˇet sourˇadnic mezi jednotlivy´mi sourˇadnicovy´mi syste´my
transformacˇn´ı matice Tn,n+1, ktere´ se pomoc´ı teorie soucˇasny´ch pohyb˚u daj´ı vyja´drˇit jako
soucˇin sˇesti za´kladn´ıch matic pro pohyby v prostoru.
Tn,n+1 = Tx(x)Ty(y)Tz(z)Tϕx(ϕx)Tϕy(ϕy)Tϕz(ϕz), (3.3.18)
kde jednotlive´ matice za´kladn´ıch pohyb˚u maj´ı tvar
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Tx(x) =

1 0 0 x
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 ,
Ty(y) =

1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1
 ,
Tz(z) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 z
0 0 0 1
 ,

Transformacˇn´ı matice pro translace (3.3.19)
Tϕx(ϕx) =

1 0 0 0
0 cosϕx − sinϕx 0
0 sinϕx cosϕx 0
0 0 0 1
 ,
Tϕy(ϕy) =

cosϕy 0 sinϕy 0
0 1 0 0
− sinϕy 0 cosϕy 0
0 0 0 1
 ,
Tϕz(ϕz) =

cosϕz − sinϕz 0 0
sinϕz cosϕz 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 .

Transformacˇn´ı matice pro rotace (3.3.20)
Derivac´ı vztahu 3.3.16 lze opeˇt z´ıskat vztah pro popis rychlosti bodu L teˇlesa n ve tvaru
v1L = (T12V12T23...Tn−1,n+T12T23V23...Tn−1,n+...+T12T23...Tn−1,nVn−1,n)rnL. (3.3.21)
A na´slednou derivac´ı 3.3.21 vztah pro popis zrychlen´ı bodu L (pro dva soucˇasne´ pohyby)
a1L = (T12(A12 + V
2
12)T23 + 2T12 V12 T23 V23 + T12 T23(A23 + V
2
23)) r3L, (3.3.22)
Pro pohyb ve smeˇru obecne´ sourˇadnice s lze vyja´drˇit matici rychlosti V a matici zrychlen´ı A
jako
Vs = Ds s˙, (3.3.23)
As = Ds s¨, (3.3.24)
kde matice D pro translace ve smeˇru a rotace okolo os x, y, z maj´ı tvar
Dx =

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 ,Dy =

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
 ,Dz =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
 , (3.3.25)
Dϕx =

0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
 ,Dϕy =

0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
 ,Dϕz =

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 . (3.3.26)
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Popis sfe´ricke´ho pohybu
Na obra´zku 7 jsou dva sourˇadnicove´ syste´my reprezentuj´ıc´ı teˇlesa va´zana´ sfe´rickou vazbou,
ktera´ ma´ trˇi stupneˇ volnosti. Jejich vza´jemna´ poloha je popsa´na Cardanovy´mi u´hly ϕx, ϕy a
ϕz.
O1
x1
y1
z1
x′1
y′1
z′1
r12
O′1 = O2
x2
y2
z2
ϕx
ϕz
ϕx
ϕy
ϕy ϕz
Obra´zek 7: Sche´maticke´ zobrazen´ı Cardanovy´ch u´hl˚u
Necht’ syste´m 2 p˚uvodneˇ sply´val se syste´mem 1 a do sve´ obecne´ polohy se dostal:
• Prˇemı´steˇn´ım do polohy popsane´ vektorem r12
• Pootocˇen´ım okolo osy x′1 o u´hel ϕx
• Pootocˇen´ım okolo osy y′1 o u´hel ϕy
• Pootocˇen´ım okolo osy z′1 o u´hel ϕz,
cozˇ lze s vyuzˇit´ım transformacˇn´ıch matic vyja´drˇit jako
T12 = Tr12(r12)Tϕx(ϕx)Tϕy(ϕy)Tϕz(ϕz), (3.3.27)
cozˇ po rozna´soben´ı lze psa´t jako
T12 =
[
S12 r2L
0 1
]
=

cϕycϕz −cϕysϕz sϕy x12
cϕxsϕz + sϕxsϕycϕz cϕxcϕz − sϕxsϕysϕz −sϕxcϕy y12
sϕysϕz − cϕxsϕycϕz sϕxcϕz + cϕxsϕysϕz cϕxcϕy z12
0 0 0 1
 , (3.3.28)
kde c = cos(ϕ) a s = sin(ϕ).
Rˇesˇen´ım soustavy gonimetricky´ch rovnic, ktera´ vznikne vyjmut´ım cˇa´sti matice odpov´ıdaj´ıc´ı
matici smeˇrovy´ch kos´ın˚u S12, lze z´ıskat u´hly, ktere´ popisuj´ı polohu bodu v sourˇadnicove´m
syste´mu 1, tzv. Cardanovy u´hly.
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Na obra´zku 8 jsou obdobny´m zp˚usobem naznacˇeny dva sourˇadnicove´ syste´my reprezentuj´ıc´ı
teˇlesa va´zana´ sfe´rickou vazbou, jejich vza´jemna´ poloha je nyn´ı popsa´na Eulerovy´mi u´hly ψ, ϑ
a ϕ.
O1
x1
y1
z1
x′1
y′1
z′1
r12 O′1 = O2
x2
y2
z2
φ
ϕϑ
Obra´zek 8: Sche´maticke´ zobrazen´ı Eulerovy´ch u´hl˚u
Transformace lze analogicky popsat matic´ı T12 a hleda´n´ı Eulerovy´ch u´hl˚u prob´ıha´ stejny´m
zp˚usobem s t´ım rozd´ılem, zˇe matice smeˇrovy´ch kos´ın˚u ma´ tvar
S12 = Sϕz(ψ)Sϕy(ϑ)Sϕz(ϕ) =
cψcϕ− sψcϑsϕ −cψsϕ− sψcϑcϕ sψsϑsψcϕ+ cψcϑsϕ −sψsϕ+ cψcϑcϕ −cψsϑ
sϑsϕ sϑcϕ cϑ
 . (3.3.29)
3.3.2 Inverzn´ı kinematicka´ u´loha
Proble´my spojene´ s rˇesˇen´ım inverzn´ı kinematiky pr˚umyslovy´ch manipula´tor˚u pramen´ı z jejich
geometricke´ho usporˇa´da´n´ı, ze ktere´ho vyply´vaj´ı nelinea´rn´ı rovnice. Tyto rovnice nemaj´ı jedno-
znacˇne´ rˇesˇen´ı a matematicke´ rˇesˇen´ı nemus´ı vzˇdy odpov´ıdat fyzika´ln´ı podstateˇ proble´mu.
Jsou rozliˇsova´ny dva typy rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy:
• Analyticke´ rˇesˇen´ı (rˇesˇen´ı v uzavrˇene´ formeˇ)
• Numericke´ rˇesˇen´ı
Prˇi numericky´ch rˇesˇen´ıch jsou vsˇechny promeˇnne´ z´ıska´va´ny pomoc´ı iteracˇn´ıch metod. V tomto
prˇ´ıpadeˇ se mu˚zˇe vyskytnout neˇkolik proble´mu˚:
• Nespra´vne´ urcˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek.
• Nemus´ı by´t zarucˇena konvergence ke spra´vne´mu rˇesˇen´ı.
• Nepokry´va´ nejednoznacˇnosti rˇesˇen´ı.
• Rˇesˇen´ı nemus´ı existovat, pokud je Jacobiho matice singula´rn´ı nebo mu˚zˇe by´t neprˇeprˇesne´,
pokud je matice tzv. sˇpatneˇ podmı´neˇna´.
V te´to pra´ci je rˇesˇen´ı problematiky inverzn´ı kinematiky roboticke´ho manipula´toru c´ıleno na
rˇesˇen´ı v uzavrˇene´ formeˇ, ktere´ poskytuje jednoduche´ vztahy pro rˇesˇen´ı u´lohy.
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3.3.3 Popis geometrie mechanismu
Pro geometricky´ popis usporˇa´da´n´ı ramen a kloub˚u manipula´toru je zavedeno mnoho me-
tod, ktere´ se pokousˇ´ı jednodusˇe a systematicky definovat sourˇadnicove´ syste´my, ktere´ definuj´ı
jednotlive´ cˇleny mechanismu a jejich vza´jemnou polohovou transformaci. Polohova´ tranfor-
mace dvou po sobeˇ jdouc´ıch sourˇadnicovy´ch syste´mu˚ za´vis´ı na dany´ch geometricky´ch parame-
trech, ktere´ jsou konstantn´ı (tvar ramen, kloub˚u a jejich vza´jemne´ usporˇa´da´n´ı) a kloubovy´ch
sourˇadnic´ıch q, ktere´ definuj´ı aktua´ln´ı polohu manipula´toru. Mezi nejzna´meˇjˇs´ı u´mluvy patrˇ´ı
Khalil-Kleinfingerova a Denavit-Hartenbergova [6].
Denavit-Hartenbergova u´mluva
Necht’ jsou dveˇ ramena manipula´toru Linki−1 a Linki spojena kloubem Jointi s jedn´ım stupneˇm
volnosti, viz obra´zek 9.
Obra´zek 9: Denavit-Hartenbergova u´mluva [7]
Sourˇadnicovy´ syste´m Fi lze za prˇedpokladu znalosti Fi−1 dle D-H u´mluvy definovat na´sledovneˇ:
• Osa zi je rovnobeˇzˇna´ s osou rotace, resp. translace kloubu Jointi+1 a osa zi′ je rovnobeˇzˇna´
s osou rotace, resp. translace kloubu Jointi.
• Pocˇa´tek Oi sourˇadnicove´ho syste´mu Fi je v pr˚usecˇ´ıku osy zi a norma´ly os zi−1 a zi.
Pocˇa´tek O′i sourˇadnicove´ho syste´mu F
′
i je v pr˚usecˇ´ıku osy zi a te´zˇe norma´ly.
• Osy xi a z′i jsou rovnobeˇzˇne´ s norma´lou ve smeˇru od kloubu Jointi do kloubu Jointi+1.
• Osy yi a y′i jsou zvoleny tak, aby vy´sledne´ sourˇadnicove´ syste´my byly pravotocˇive´ [6].
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Umı´steˇn´ı sourˇadnicove´ho syste´mu nen´ı pomoc´ı D-H u´mluvy jednoznacˇne´ definova´no v na´sleduj´ıc´ıch
prˇ´ıpadech
• Pro syste´m F0 = {O0 − x0y0z0} je jednoznacˇneˇ urcˇena pouze osa z0 (podle osy rotace cˇi
translace prvn´ıho kloubu manipula´toru). Osu x0 a pocˇa´tek O0 lze zvolit libovolneˇ. Osa
y0 je pak zvolena tak, aby vy´sledny´ syste´m byl pravotocˇivy´.
• Pro syste´m Fn = {On − xnynzn}, kde n je pocˇet kloub˚u s jedn´ım stupneˇm volnosti
uvazˇovane´ho manipula´toru nen´ı jednoznacˇneˇ urcˇena osa zn, protozˇe na´sleduj´ıc´ı kloub
uzˇ neexistuje. Osa xn vsˇak mus´ı z˚ustat kolma´ k ose zn−1.
• Pokud jsou dveˇ po sobeˇ jdouc´ı osy kloub˚u (zi−1 a zi) rovnobeˇzˇne´, jejich norma´la nen´ı
jednozˇnacˇneˇ urcˇena (mu˚zˇe by´t libovolneˇ posunuta ve smeˇru os kloub˚u).
• Pokud se dveˇ po sobeˇ jdouc´ı osy kloub˚u (zi−1 a zi) prot´ınaj´ı (norma´la je nulove´ de´lky),
osa xi bude volena tak, aby byla kolma´ k rovineˇ definovane´ osami (zi−1 a zi). Jej´ı kladny´
smeˇr mu˚zˇe by´t zvolen libovolneˇ [6].
Vza´jemna´ poloha sourˇadnicovy´ch syste´mu˚ Fi−1 a Fi mu˚zˇe by´t nyn´ı popsa´na pomoc´ı cˇtyrˇ D-H
parametr˚u:
• ai ... vzda´lenost mezi pocˇa´tky Oi a O′i
• di ... vzda´lenost mezi pocˇa´tky Oi−1 a O′i
• αi ... u´hel mezi osami zi−1 a zi dany´ pootocˇen´ım syste´mu F′i pode´l osy x′i.
• Θi ... u´hel mezi osami xi−1 a xi dany´ pootocˇen´ım syste´mu Fi−1 pode´l osy zi−1 [6].
Pro za´kladn´ı typy kloub˚u s jedn´ım stupneˇm volnosti plat´ı:
• Pro rotacˇn´ı kloub (R) je promeˇnna´ definuj´ıc´ı pohyb kloubu Θi a promeˇnne´ ai, αi a di
jsou konstanty definuj´ıc´ı geometricke´ usporˇa´da´n´ı ramene
• Pro posuvny´ kloub (P) je promeˇnna´ definuj´ıc´ı pohyb kloubu di a promeˇnne´ ai, αi a Θi
jsou konstanty definuj´ıc´ı geometricke´ usporˇa´da´n´ı ramene
Matice popisuj´ıc´ı transformaci mezi jednotlivy´mi sourˇadnicovy´mi syste´my pak lze urcˇit na´sleduj´ıc´ım
postupem.
• Volba syste´mu Fi−1
• Posun tohoto syste´mu pode´l osy zi−1 o vzda´lenost di a pootocˇen´ı okolo osy zi−1 o u´hel
Θi, cozˇ vyjadrˇuje transformaci do syste´mu F
′
i.
Ti−1,i = Tz(di)Tϕz(Θi) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1


cΘi −sΘi 0 0
sΘi cΘi 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 =

cΘi −sΘi 0 0
sΘi cΘi 0 0
0 0 1 di
0 0 0 1

(3.3.30)
• Posun syste´mu F′i pode´l osy x′i o vzda´lenost ai a pootocˇen´ı okolo osy x′i o u´hel αi, cozˇ
vyjadrˇuje transformaci do syste´mu Fi.
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Ti,i′ = Tx(ai)Tϕx(αi) =

1 0 0 ai
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 ·

1 0 0 0
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1
 =

1 0 0 ai
0 cαi −sαi 0
0 sαi cαi 0
0 0 0 1
 (3.3.31)
• Vy´sledna´ transformacˇn´ı matice ze syste´mu Fi−1 do Fi je pak da´na:
Ti−1,i′ = Tz(di)Tϕz(Θi)Tx(ai)Tϕx(αi) =

cΘi −sΘicαi sΘisαi aicΘi
sΘi cΘicαi −cΘisαi aisΘi
0 sαi cαi di
0 0 0 1
 . (3.3.32)
3.3.4 Trigonometricky´ prˇ´ıstup rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy
Geometricky´ prˇ´ıstup spocˇ´ıva´ v rozlozˇen´ı prostorove´ geometrie robotu do neˇkolika rovinny´ch
u´loh. Pomoc´ı goniometricke´ho prˇ´ıstupu, aplikovany´m na rovinny´ manipula´tor se dveˇma stupni
volnosti, ktery´ je sche´maticky zna´zorneˇn na obra´zku 10, bude uka´za´na platnost neˇktery´ch
vztah˚u z tabulky 1, ktere´ jsou potom uzˇity pro rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematiky v prostoru.
Rovinny´ manipula´tor
U´hly ϕ1 a ϕ2 se daj´ı vypocˇ´ıtat na za´kladeˇ znalosti de´lky ramen mechanismu a polohy koncove´ho
efektoru P popsane´ho sourˇadnicemi Px a Py
y
x
P
ϕ1
ϕ2
l1
l2
Obra´zek 10: K odvozen´ı u´hlu ϕ3 goniometricky´m prˇ´ıstupem
Polohu bodu P = [Px;Py] lze vyja´drˇit jako
Px = l1cosϕ1 + l2cos(ϕ1 + ϕ2), (3.3.33)
Py = l1sinϕ1 + l2sin(ϕ1 + ϕ2). (3.3.34)
Secˇten´ım kvadra´t˚u rovnic 3.3.33 a 3.3.34 z´ıska´va´me
P 2x + P
2
y = (l1cosϕ1 + l2cos(ϕ1 + ϕ2))
2 + (l1sinϕ1 + l2sin(ϕ1 + ϕ2))
2, (3.3.35)
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cozˇ lze rozna´soben´ım prˇepsat do tvaru
P 2x +P
2
y = l
2
1(c
2ϕ1 + s
2ϕ1) + l
2
2(c
2(ϕ1 +ϕ2) + s
2(ϕ1 +ϕ2)) + 2l1l2(cϕ1c(ϕ1 +ϕ2) + sϕ1s(ϕ1 +ϕ2)).
Du˚sledkem platnosti vztah˚u
cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β, (3.3.36)
sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β, (3.3.37)
sin2 α + cos2 β = 1, (3.3.38)
lze rˇesˇen´ı zjednodusˇit
P 2x + P
2
y = l
2
1 + l
2
1 + 2l1l2(cϕ1(cϕ1cϕ2 − sϕ1sϕ2) + sϕ1(sϕ1cϕ2 + cϕ1sϕ2))
P 2x + P
2
y = l
2
1 + l
2
2 + 2l1l2(c
2ϕ1cϕ2 − cϕ1sϕ1sϕ2 + s2ϕ1cϕ2 + cϕ1sϕ1sϕ2)
P 2x + P
2
y = l
2
1 + l
2
2 + 2l1l2(cϕ2(c
2ϕ1 + s
2ϕ1))
P 2x + P
2
y = l
2
1 + l
2
2 + 2l1l2cϕ2,
z cˇehozˇ vyply´va´
cosϕ2 =
P 2x + P
2
y − l21 − l22
2l1l2
. (3.3.39)
Platnost´ı vztahu 3.3.38 lze vyja´drˇit sinϕ2 jako
sinϕ2 = ±
√√√√1−(P 2x + P 2y − l21 − l22
2l12l2
)2
. (3.3.40)
Dveˇ vy´sledna´ rˇesˇen´ı u´hlu ϕ2 pak lze napsat jako
ϕ2 = Atan2
(
±
√√√√1−(P 2x + P 2y − l21 − l22
2l1l2
)2
,
P 2x + P
2
y − l21 − l22
2l1l2
)
, (3.3.41)
cozˇ je v souladu se vztahem 4 z tabulky 1.
V inverzn´ı kinematice se uplatunˇuj´ı goniometricka´ rˇesˇen´ı, ktera´ jsou platna´ pro dane´ tvary
rovnic dle tabulky 1.
Tabulka 1: Goniometricka´ rˇesˇen´ı pro dane´ tvary rovnic [8]
# Rovnice Rˇesˇen´ı
1 a sinϕ+ b cosϕ = c ϕ = Atan2(a, b)∓ Atan2(√a2 + b2 − c2, c)
2 a sinϕ+ b cosϕ = 0 ϕ = Atan2(−b, a) ∧ ϕ = Atan2(b,−a)
3 cosϕ = a ∧ sinϕ = b ϕ = Atan2(b, a)
4 cosϕ = a ϕ = Atan2(∓√1− a2, a)
5 sinϕ = b ϕ = Atan2(a,∓√1− a2)
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3.3.5 Algebraicky´ prˇ´ıstup rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy
U manipula´tor˚u, ktere´ se sesta´vaj´ı z v´ıce ramen zasahuj´ıc´ımi do trˇech rozmeˇr˚u, je rˇesˇen´ı je-
jich geometrie problematicke´. Du˚sledkem toho se pro odvozova´n´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy
vyuzˇ´ıva´ algebraicky´ prˇ´ıstup, ktery´ vycha´z´ı ze znalosti maticove´ metody.
Pro sˇestiosy´ manipula´tor je pozice a orientace koncove´ho efektoru popsa´na matic´ı
TPocˇa´tek, Efektor = T17 =

s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1
 , (3.3.42)
kde prvky sij reprezentuj´ı natocˇen´ı a prvky Px, Py a Pz prˇedstavuj´ı polohovy´ vektor.
Pro analyticke´ vyja´drˇen´ı kloubovy´ch sourˇadnic manipula´toru se vycha´z´ı z rovnosti zna´me´ trans-
formace (z rovnice 3.3.42) a soucˇinu tranformacˇn´ıch matic, ktery´mi lze popsat mechanismus.
T17 = T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (3.3.43)
kde qi jsou kloubove´ promeˇnne´, ktere´ jsou hleda´ny jako funkce prvk˚u matice TPocˇa´tek, Efektor.
Prvn´ı promeˇnna´ q1 se da´ z´ıskat z na´sleduj´ıc´ı rovnice:[
T12(q1)
]−1
T17 =
[
T12(q1)
]−1
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (3.3.44)
kde soucˇin
[
T12(q1)
]−1
T12(q1) = E, cozˇ je jednotkova´ matice. Vztah 3.3.43 se t´ım zjednodusˇ´ı
na tvar [
T12(q1)
]−1
T17 = T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6). (3.3.45)
Pro nalezen´ı dalˇs´ıch promeˇnny´ch qi se postupuje obdobneˇ.[
T12(q1)T23(q2)
]−1
T17 = T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6) (3.3.46)[
T12(q1)T23(q2)T34(q3)
]−1
T17 = T45(q4)T56(q5)T67(q6) (3.3.47)[
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)
]−1
T17 = T56(q5)T67(q6) (3.3.48)[
T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)
]−1
T17 = T67(q6) (3.3.49)
Rˇesˇen´ı existuje ve tvaru dvana´cti nelinea´rn´ıch rovnic. Jedina´ nezna´ma´ pro levou stranu rovnice
3.3.45 je q1. Dvana´ct nelinea´rn´ıch prvk˚u prave´ strany rovnice je bud’ rovno nule, nebo jsou
to konstanty, prˇ´ıpadneˇ jsou vyja´drˇeny jako funkce q2 azˇ q6. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe porovna´me prvky
leve´ strany, ktere´ jsou funkc´ı q1, a prvky prave´ strany, pak nalezneme kloubovou promeˇnnou q1
jako funkci s11, s12, ..., s33, Px, Py, Pz a fixn´ıch parametr˚u ramene. Jakmile se z´ıska´ q1, ostatn´ı
kloubove´ promeˇnne´ mohou by´t nalezeny stejny´m zp˚usobem. Nen´ı nezbytne´, aby prvn´ı rovnice
vra´tila q1, druha´ q2 apod. Prˇi hleda´n´ı rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy mohou by´t vyrˇesˇeny
rovnice (3.3.45 - 3.3.49) v libovolne´m porˇad´ı [9].
25
3.4 Ulozˇen´ı tuhy´ch teˇles v prostoru
V rea´lny´ch prˇ´ıpadech nemus´ı by´t mozˇne´ zjedodusˇit proble´m na rovinnou u´lohu. V takove´m
prˇ´ıpadeˇ se postup rˇesˇen´ı nijak nemeˇn´ı, ale je trˇeba respektovat veˇtsˇ´ı pestrost vazeb (tzv. kine-
maticky´ch dvojic) a prˇi pocˇetn´ım rˇesˇen´ı veˇtsˇ´ı pocˇet rovnic [10].
Pokud ma´me volne´ teˇleso v prostoru, lze zvolit trˇi nekolinea´rn´ı body A,B,C. Tyto trˇi body
definuj´ı rovinu a jej´ı poloha pak urcˇuje polohu teˇlesa. Kazˇdy´ z uvedeny´ch bod˚u je popsa´n trˇemi
sourˇadnicemi, cozˇ je celkem 9 parametr˚u. Ne vsˇechny jsou ale neza´visle´. Protozˇe uvazˇujeme
tuhe´ teˇleso, mus´ı by´t vzda´lenost bod˚u nemeˇnna´, tj.
lAB =
√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 = konstanta [10]. (3.4.1)
Tuto vazbovou podmı´nku lze analogicky sestavit i pro lAC a lBC (obra´zek 11). Celkem tedy
existuj´ı trˇi vazbove´ rovnice, ktery´m mus´ı sourˇadnice bod˚u vyhovovat. Polohu volne´ho teˇlesa
v prostoru tedy popisuje 9 − 3 = 6 neza´visly´ch sourˇadnic. Teˇleso ma´ t´ım pa´dem sˇest stupnˇ˚u
volnosti [10].
Obra´zek 11: K vazbovy´m podmı´nka´m volne´ho teˇlesa v prostoru [10]
Uvolneˇn´ı rotacˇn´ı vazby
Rotacˇn´ı vazba je nizˇsˇ´ı kinematicka´ vazba (sousedn´ı teˇlesa se doty´kaj´ı v plosˇe), ktera´ zamezuje
peˇti d´ılcˇ´ım pohyb˚um (posuv ve smeˇru os x, y, z, rotace okolo os y, z) [10]. Dva zp˚usoby uvolneˇn´ı
vazby jsou uka´za´ny na obra´zku 12.
Obra´zek 12: Uvolneˇn´ı rotacˇn´ı vazby [10]
26
3.5 Inverzn´ı dymanika
V u´vodu bylo rˇecˇeno, zˇe jednou z podmı´nek pro realizovatelnost pohybu jsou limitn´ı velikosti
kroutic´ıch moment˚u v jednotlivy´ch pohonech. Na´stroj, ktery´m lze z´ıskat velikosti reakcˇn´ıch
u´cˇink˚u a tocˇivy´ch moment˚u v pohonech, je inverzn´ı dynamicka´ u´loha. Metodou uvolnˇova´n´ı lze
sestavit Newton - Eulerovy rovnice, ktere´ mechanismus popisuj´ı a obecneˇ maj´ı tvar
Ms¨ =
n∑
i=1
Fi +
n∑
j=1
Qj, (3.5.1)
Isα+ ω × Isω =
n∑
i=1
Mi +
n∑
j=1
MQj [4]. (3.5.2)
Vy´hodou inverzn´ı dynamicke´ u´lohy je skutecˇnost, zˇe pr˚ubeˇhy rychlost´ı a u´hlovy´ch zrychlen´ı
strˇedisek hmotnost´ı jednotlivy´ch cˇlen˚u mechanismu zna´me z kapitoly 3.3.5 nebo 3.3.4. Vy´pocˇet
reakc´ı je tedy problematikou rˇesˇen´ı soustavy linea´rn´ıch rovnic.
3.5.1 Matice hmotovy´ch charakteristik
Matice M se nazy´va´ matice hmotnosti a ma´ tvar
M =
mi 0 00 mi 0
0 0 mi
 . (3.5.3)
Matice Is je matice setrvacˇnosti. Jej´ı slozˇky lze vyja´drˇit pomoc´ı radius vektoru r1n = [xn yn zn]
T
Is = −
∫
(m)
r2dm = −
∫
(m)
 0 −z2 y2z2 0 −x2
−y2 x2 0
2 dm =
= −
∫
(m)
y22 + z22 −x2y2 −x2z2−y2x2 z22 + x22 −y2z2
−z2x2 −z2y2 x22 + y22
2 dm =
=
 Ix −Dxy −Dxz−Dyx Iy −Dyz
−Dzx −Dzy Iz
 , (3.5.4)
kde se prvky na hlavn´ı diagona´le I nazy´vaj´ı momenty setrvacˇnosti k osa´m a prvky D mimo
hlavn´ı diagona´lu deviacˇn´ımi momenty [4].
Tyto charakteristiky jsou ovsˇem vztazˇene´ k loka´ln´ımu sourˇadnicove´mu syste´mu. Dle potrˇeby je
mozˇne´ tyto charakteristiky prˇepocˇ´ıtat do jine´ho syste´mu sourˇadnic. Tento prˇepocˇet vycha´z´ı z
rovnosti kineticke´ energie bez ohledu na sourˇadnicovy´ syste´m, ve ktere´m je vyja´drˇena. Vy´sledny´
vztah se da´ zapsat jako
ISi = SijIjS
T
ij [4]. (3.5.5)
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3.5.2 Zrychlen´ı a u´hlova´ zrychlen´ı strˇedisek hmotnosti
Postupem, ktery´ byl odvozen v cˇa´sti 3.3.5, z´ıska´va´me u´hly natocˇen´ı v jednotlivy´ch loka´ln´ıch
sourˇadnicovy´ch syste´mech, tzv. relativn´ı u´hly. Pro aplikaci Newton - Eulerovy´ch rovnic je trˇeba
nale´zt zrychlen´ı s¨ a u´hlove´ rychlosti ω a u´hlova´ zrychlen´ı α strˇedisek hmotnost´ı cˇlen˚u mecha-
nismu v inercia´ln´ı vztazˇne´ soustaveˇ.
Zrychlen´ı strˇedisek hmotnosti
Jako vztazˇny´ sourˇadnicovy´ syste´m pro rovnice popisuj´ıc´ı translacˇn´ı pohyb je vhodne´ zvolit
globa´ln´ı syste´m. K z´ıska´n´ı zrychlen´ı s¨ v tomto syste´mu je mozˇne´ vyuzˇ´ıt maticove´ metody a
prˇ´ıme´ kinematicke´ u´lohy, ktera´ je popsa´na v kapitole 3.3.1.
U´hlova´ zrychlen´ı strˇedisek hmotnosti
Bylo uka´zano, zˇe prˇepocˇet matice setrvacˇnosti Is do globa´ln´ıho syste´mu je mozˇny´, pokud je
trˇeba. Z d˚uvodu sn´ızˇen´ı vy´pocˇetn´ı na´rocˇnosti jsou rovnice popisuj´ıc´ı rotacˇn´ı pohyb vztazˇeny´ k
loka´ln´ım syste´mu˚m jednotlivy´ch cˇlen˚u. Prˇepocˇet tedy nen´ı potrˇebny´.
Sourˇadnice ϕx, ϕy a ϕz jsou pra´veˇ Cardanovy u´hly. Jejich derivac´ı lze z´ıskat relativn´ı u´hlove´
rychlosti ω a u´hlova´ zrychlen´ı α.
ω =
∂ϕ
∂t
(3.5.6)
α =
∂ω
∂t
=
∂2ϕ
∂t2
(3.5.7)
3.5.3 Metoda uvolnˇova´n´ı a transformace reakc´ı mezi syste´my
Uvolneˇn´ı rotacˇn´ı vazby bylo popsa´no v kapitole 3.4. Pro vy´pocˇet reakcˇn´ıch u´cˇink˚u (a moment˚u
na pohonech) je nezbytne´ prove´st uvolneˇn´ı vazeb v inercia´ln´ı vztazˇne´ soustaveˇ. Z d˚uvodu sys-
tematicˇnosti lze uvoleneˇn´ı otevrˇeny´ch kinematicky´ch rˇeteˇzc˚u prove´st tak, zˇe reakcˇn´ı u´cˇinky
respektuj´ı orientaci loka´ln´ıho sourˇadnicove´ho syste´mu teˇlesa mechanismu. Pro sestaven´ı po-
hybovy´ch rovnic cˇlenu mechanismu je tedy trˇeba reakcˇn´ı u´cˇinky vazby promı´tnout do tohoto
syste´mu. Pro na´zornost je tento krok sche´maticky zobrazen na obra´zku 13.
A
B
Oi−1
Oi
Oi+1
rA,i−1
rA,i
rB,i
rB,i+1
Ri−1,x
Ri−1,y
Ri,xRi,y
Ri+1,x
Ri+1,y Ri,xRi,y
xi−1
yi−1
xi
yi
xi+1
yi+1
Ti−1,i
Ti,i+1
Obra´zek 13: Sche´maticke´ zobrazen´ı transformace reakcˇn´ıch u´cˇink˚u
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Pro silove´ rovnice v syste´mu i pak plat´ı
n∑
k=1
iFk =
iRk + Si,i+1 · i+1Rk,i+1︸ ︷︷ ︸
iRk
, (3.5.8)
kde
Rk =
RkxRky
Rkz
 . (3.5.9)
A pro momentove´ rovnice
n∑
k=1
iMk =
iMk + ri+1 × (Si,i+1 · i+1Rk︸ ︷︷ ︸
iMk
), (3.5.10)
kde
Mk =
MkxMky
Mkz
 . (3.5.11)
Vektor vneˇjˇs´ıch sil Q
Vektor Q je vektor vneˇjˇs´ıch silovy´ch u´cˇink˚u. Zahrnuje tedy t´ıhy od jednotlivy´ch cˇlen˚u mecha-
nismu a vneˇjˇs´ı silove´ u´cˇinky.
Q =
[
Q1, Q2, Q3, ..., Qn
]T
(3.5.12)
3.5.4 Rˇesˇen´ı inverzn´ı dynamiky
Stanoven´ım vy´sˇe zmı´neˇny´ch promeˇnny´ch v rovnic´ıch 3.5.8, 3.5.10 a 3.5.12 se rˇesˇen´ı inverzn´ı
dynamiky zredukuje na proble´m rˇesˇen´ı soustavy linera´n´ıch rovnic.
Pokud promeˇnne´ na pravy´ch strana´ch rovnic 3.5.1 a 3.5.2 oznacˇ´ıme jako A, lze soustavu zapsat
jako
Ms¨ = AR + Q, (3.5.13)
kde vektor R prˇedstavuje vektor nezna´my´ch reakc´ı.
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3.6 Optimalizace pomoc´ı geneticky´ch algoritmu˚
Optimalizacˇn´ı algoritmy se pouzˇ´ıvaj´ı k nalezen´ı vhodne´ho (optima´ln´ıho) rˇesˇen´ı proble´mu zejme´na
v prˇ´ıpadech, kdy nen´ı zna´m matematicky´ popis rˇesˇen´ı proble´mu. Tyto metody jsou zalozˇeny na
r˚uzny´ch zp˚usobech prohleda´va´n´ı prostoru rˇesˇen´ı. Je tedy zrˇejme´, zˇe rychlost nalezen´ı vy´sledku
za´vis´ı na vhodne´m vymezen´ı prostoru, kde se hledane´ rˇesˇen´ı nacha´z´ı.
V principu nejjednodusˇsˇ´ı jsou algoritmy zalozˇene´ na ,,hrube´ s´ıle”. Takove´ algoritmy vygeneruj´ı
vsˇechna mozˇna´ rˇesˇen´ı a vyberou z nich takove´, ktere´ nejle´pe odpov´ıda´ zadane´mu krite´riu. Tyto
algoritmy vzˇdy najdou optima´ln´ı globa´ln´ı rˇesˇen´ı, ale kv˚uli dramaticky nar˚ustaj´ıc´ı slozˇitosti jsou
pouzˇitelne´ pouze pro male´ pocˇty promeˇnny´ch.
Geneticke´ algoritmy
Geneticke´ algoritmy vyuzˇ´ıvaj´ı tzv. heuristiku, cozˇ je postup rozhoduj´ıc´ı o smeˇru a velikosti
dalˇs´ıho kroku algoritmu na za´kladeˇ informac´ı z´ıskany´ch v prˇedchoz´ıch kroc´ıch. Prvn´ı jej popsal
John Holland ve cˇla´nku ,,Adaptation in Natural and Artificial Systems” (Michigan Press, 1975).
Tyto metody jsou inspirova´ny prˇirozeny´mi procesy v prˇ´ırodeˇ, jak je popsal Charles Darwin v
jeho teorii o vy´voji druh˚u, a simuluj´ı boj jednotlivy´ch organismu˚ (jedinc˚u) o prˇezˇit´ı [11].
3.6.1 Princip funkce
Kazˇdy´ jedinec je kandida´te´m rˇesˇen´ı dane´ u´lohy a jeho kvalita je kvantitativneˇ vyja´drˇena tzv.
ohodnocovac´ı funkc´ı (fitness funkce). U´kolem geneticke´ho algoritmu je ,,vysˇlechtit” takove´ho
jedince (rˇesˇen´ı), pro ktere´ho bude tato ohodnocovac´ı funkce vycha´zet nejle´pe.
Inicializace
Proces zacˇ´ına´ stanoven´ım pocˇa´tecˇn´ı populace, ktera´ je slozˇena z jedinc˚u. Kazˇdy´ jedinec repre-
zentuje rˇesˇen´ı proble´mu. Jedinci jsou charakterizova´ny parametry, ktere´ se nazy´vaj´ı geny. Geny
jsou sva´za´ny do rˇeteˇzc˚u, ktere´ se oznacˇuj´ı jako chromozomy [12]. Tyto za´kladn´ı pojmy jsou pro
prˇehlednost zna´zorneˇny na obra´zku 14.
Gen
Chromozom
Populace
A1 0 0 0 0 0 0
A2 1 1 1 1 1 1
A3 1 1 0 1 0 1
Obra´zek 14: Populace, chromozomy a geny
Fitness funkce
Fitness funkce stanov´ı vhodnost dany´ch jedinc˚u (schopnost jedince souperˇit s ostatn´ımi je-
dinci). Dle te´to vhodnosti jsou pak vybra´ni jedinci pro na´slednou reprodukci, t´ım jejich geny
(parametry rˇesˇen´ı), ktere´ se zdaj´ı vhodne´, pokracˇuj´ı do dalˇs´ı generace [12].
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Krˇ´ızˇen´ı
Krˇ´ızˇen´ı je nejvy´znamneˇjˇs´ı cˇa´st´ı geneticke´ho algortimu. Pro kazˇdy´ pa´r rodicˇ˚u je na´hodneˇ zvolen
bod krˇ´ızˇen´ı mezi geny. Potomek je potom tvorˇen vza´jemnou vy´meˇnou gen˚u rodicˇ˚u a zarˇazen
do populace [12]. Princip krˇ´ızˇen´ı je zna´zorneˇn na obra´zku 15.
A1 0 0 0 0 0 0
A2 1 1 1 1 1 1
Bod krˇ´ızˇen´ı
A4 1 1 1 0 0 0
A5 0 0 0 1 1 1
Obra´zek 15: Krˇ´ızˇen´ı: Rodicˇe A1 a A2, potomci A3 a A4
Mutace
Mnohem me´neˇ pravdeˇpodobny´m vy´skytem v porovna´n´ı s krˇ´ızˇen´ım je geneticky´ opera´tor mu-
tace. Spocˇ´ıva´ v na´hodne´ za´meˇneˇ gen˚u chromozomu jedince [12]. Proces mutace je zna´zorneˇn
na obra´zku 16.
Prˇed mutac´ı: A4 1 1 1 0 0 0
Po mutaci: A4 1 1 0 1 1 0
Obra´zek 16: Mutace: Prˇed a po mutaci
Mutace zajiˇst’uje diverzitu v populaci a zabranˇuje ztra´teˇ potencia´lneˇ uzˇitecˇne´ho geneticke´ho
materia´lu a prˇedcˇasne´ konvergenci populace.
Zhodnocen´ı
Posledn´ı cˇa´st´ı algoritmu je porovna´n´ı prˇedchoz´ı a pra´veˇ vytvorˇene´ generace. Ukoncˇen´ı procesu
je mozˇne´ volit r˚uzny´mi podmı´nkami. Nejcˇasteˇji se vsˇak pouzˇ´ıva´ maxima´ln´ı pocˇet generac´ı nebo
ukoncˇen´ı, pokud nove´ generace nejsou vy´razneˇ rozd´ılne´ od prˇedchoz´ıch [12].
3.6.2 Klady a za´pory geneticky´ch algoritmu˚
Mezi hlavn´ı vy´hody geneticky´ch algoritmu˚ patrˇ´ı:
• Nevyzˇaduj´ı zˇa´dne´ specia´ln´ı znalosti o c´ılove´ funkci.
• Jsou odolne´ v˚ucˇi sklouznut´ı do loka´ln´ıho optima.
• Maj´ı velmi dobre´ vy´sledky u proble´mu˚ s rozsa´hly´mi mnozˇinami prˇ´ıpustny´ch rˇesˇen´ı.
Nevy´hodami jsou potom:
• Maj´ı proble´m s nalezen´ım prˇesne´ho optima.
• Vyzˇaduj´ı velke´ mnozˇstv´ı vyhodnocova´n´ı c´ılove´ funkce [13].
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3.7 Formulace optimalizacˇn´ıho krite´ria
Prˇi roboticky´ch aplikac´ıch je trˇeba dba´t na dveˇ veˇci, teˇmi jsou strojovy´ cˇas a energeticke´ na´roky.
U´spory na energi´ıch, byt’ minima´ln´ı, jsou d˚ulezˇite´, protozˇe aplikace, ktere´ vyzˇaduj´ı nahrazen´ı
cˇloveˇka robotem, jsou zpravidla velkose´riove´ (dlouhe´ cˇasove´ obdob´ı).
3.7.1 Minima´ln´ı strojovy´ cˇas
U aplikac´ı, kde by byl jediny´m krite´riem strojovy´ cˇas bez ohledu na energeticke´ na´roky vystu-
puje jako jedina´ promeˇnna´ de´lka trajektorie.
Prˇi uvazˇova´n´ı trajektorie v podobeˇ v´ıce segment˚u Be´zierovy krˇivky navazuj´ıc´ıch na sebe s
C2 spojitost´ı jsou optimalizacˇn´ımi parametry sourˇadnice bod˚u V1 = [V1x, V1y, V1z] a V2 =
[V2x, V2y, V2z]. Ostatn´ı sourˇadnice rˇ´ıdic´ıch bod˚u rˇ´ıdic´ıch polygon˚u krˇivky jsou pak odvozeny ze
sourˇadnic teˇchto bod˚u.
Optimalizacˇn´ı krite´rum lze formulovat jako
krit = min(
n∑
i=1
∫ β
α
√
(ϕ′i(t))2 + (φ
′
i(t))
2 + (χ′i(t))2 dt), (3.7.1)
kde n je pocˇet segment˚u krˇivky a integra´l vyjadrˇuje de´lku segmentu (viz kapitola 3.2).
3.7.2 Minima´ln´ı energeticke´ na´roky
V dalˇs´ı cˇa´sti budeme uvazˇovat aplikaci, naprˇ. obra´beˇn´ı odlitk˚u, kde je obra´beˇc´ı cˇas dlouhy´ v
porovna´n´ı s pohybem robota. V takove´m prˇ´ıpadeˇ by bylo vhodne´ zvolit takovou trajektorii,
ktera´ bude nejme´neˇ energeticky na´rocˇna´.
Pro kroutic´ı moment elektromotoru plat´ı
M =
Pm
ω
, (3.7.2)
kde n jsou ota´cˇky elektromotoru a Pm je prˇ´ıkon elektromotoru definova´n jako
Pm = UI. (3.7.3)
Ze vztah˚u vyply´va´ 3.7.2 a 3.7.3, zˇe existuje relace mezi proudem I, napeˇt´ım U a kroutic´ım
momentem M . Pro zjednodusˇen´ı bude minimalizace energeticky´ch na´rok˚u omezena na mini-
malizaci soucˇinu kroutic´ıch moment˚u na pohonech a u´hlove´ rychlosti.
Hnac´ı momenty v pohonech mohou by´t jak kladne´, tak za´porne´, proto je krite´rium c´ıleno
na minimum absolutn´ıch hodnot soucˇin˚u okamzˇity´ch moment˚u a u´hlovy´ch rychlost´ı.
krit = min
(
n∑
i=1
∫ t
0
|Miωi| dt
)
, (3.7.4)
kde n je pocˇet stupn˚u volnosti (pocˇet pohon˚u).
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Vyhodnocen´ı vy´sledk˚u prˇi krite´riu minima´ln´ıch energeticky´ch na´rok˚u
Z d˚uvodu zjednodusˇen´ı minimalizace energeticky´ch na´rok˚u je trˇeba si uveˇdomit, zˇe vy´sledne´
momenty nejsou jasny´m ukazatelem u´spory. Vsˇechny pohony na pr˚umyslovy´ch manipula´torech
nemus´ı by´t totizˇ stejne´, t´ım pa´dem mohou mı´t rozd´ılne´ parametry. Je potrˇeba jednotlivy´m
hnac´ım moment˚um prˇiˇradit va´hu dle parametr˚u elektromotor˚u.
3.7.3 Hleda´n´ı vyva´zˇene´ho pomeˇru rychlosti a na´rocˇnosti trajektorie
V neˇktery´ch aplikac´ıch se mu˚zˇe sta´t, zˇe trajektorie bude zbytecneˇ rychla´ a t´ım pa´dem i zbytecˇneˇ
energeticky na´rocˇna´. V takove´m prˇ´ıpadeˇ by bylo vhodne´ zvolit trajektorii, ktera´ bude ,,poma-
lejˇs´ı”, ale je mozˇne´ usporˇit na energii.
V tomto prˇ´ıpadeˇ je trˇeba zvolit vhodny´ pomeˇr u´spory strojove´ho cˇasu ku energeticky´m na´rok˚um.
Prvn´ım krokem je vyrovna´n´ı vah jednotlivy´ch funkc´ı (de´lka trajektorie, hnac´ı momenty a u´hlove´
rychlosti). Nejjednodusˇsˇ´ı metoda je vza´jemne´ vyna´soben´ı rˇa´dem druhe´ funkce. Tento krok re-
prezentuj´ı koeficienty r1 a r2.
Pozn.: Pokud jsou funkcˇn´ı hodnoty funkce f rˇa´doveˇ des´ıtky a funkcˇn´ı hodnoty funkce g tis´ıce,
prˇena´sob´ı se funkce f tis´ıcem a funkce g deseti.
V druhe´m kroku se mus´ı zvolit koeficienty k1, k2, ktere´ prˇisuzuj´ı d˚ulezˇitost jednotlivy´m krite´ri´ım.
Krite´rium pro optimalizaci pak lze formulovat jako
krit = min
(
k1r1
n∑
i=1
∫ β
α
√
(ϕ′i(t))2 + (φ
′
i(t))
2 + (χ′i(t))2 dt+ k2r2
n∑
i=1
∫ t
0
|Miωi| dt
)
. (3.7.5)
Da´le je trˇeba diskutovat ekonomicke´ dopady volby tohoto pomeˇru. Mu˚zˇe se totizˇ sta´t, zˇe zpo-
malen´ı strojove´ho cˇasu o procenta povede k na´sobneˇ veˇtsˇ´ı u´sporˇe na energi´ıch. Toto rozhodnut´ı
za´vis´ı na charakteru aplikace.
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4 Aplikace
V prakticke´ cˇa´sti je zvolen konkre´tn´ı roboticky´ manipula´tor, pro ktery´ bude odvozeno rˇesˇen´ı
inverzn´ı kinematicke´ i dynamicke´ u´lohy. Toto rˇesˇen´ı bude na´sledneˇ naprogramova´no v prostrˇed´ı
MATLAB. Na´sledneˇ bude proveden na´vrh trajektorie pomoc´ı C2 spojity´ch Be´zierovy´ch krˇivek
(kap. 3.2). Nakonec bude trajektorie optimalizova´na pomoc´ı geneticke´ho algoritmu (kap. 3.6)
dle krite´ri´ı popsany´ch v kapitole 3.7.
4.1 Popis robota
K optimalizaci pohybu konre´tn´ıho mechanismu byl vybra´n robot Racer 7 - 1,4 od spolecˇnosti
Comau (obra´zek 17). Manipula´tor ma´ nosnost 7 kg a v praxi je vhodny´ pro aplikace jako je
meˇrˇen´ı, svarˇova´n´ı, zakla´da´n´ı, balen´ı, lesˇteˇn´ı.
Obra´zek 17: Racer 7 - 1,4
Jedna´ se o antropomorfn´ı roboticky´ manipula´tor se sfe´ricky´m za´peˇst´ım a rˇad´ı se do skupiny
neredundantn´ıch manipula´tor˚u (nema´ v´ıce neza´visly´ch aktivn´ıch kloubovy´ch sourˇadnic nezˇ je
stupn˚u volnosti) se sˇesti stupni volnosti (3 posuvne´ a 3 rotacˇn´ı) koncove´ho efektoru. Mani-
pula´tor je tak schopen polohovat sv˚uj koncovy´ efektor do libovolne´ polohy (pozice a orientace)
v prostoru v ra´mci dosazˇitelnosti.
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4.2 Kinematika mechanismu
Vy´hodou prˇi rˇesˇen´ı kinematiky manipula´toru se sfe´ricky´m za´peˇst´ım je skutecˇnost, zˇe u´loha
jde rozdeˇlit do dvou cˇa´st´ı. Prvn´ı cˇa´st rˇesˇ´ı polohu za´peˇst´ı v karte´zske´m sourˇadnicove´m syste´mu
a druha´ potom rˇesˇ´ı orientaci koncove´ho efektoru. K odvozen´ı analyticky´ch vztah˚u pro rˇesˇen´ı
inverzn´ı kinematiky bylo vyuzˇito algebraicke´ho prˇ´ıstupu popsane´ho v kapitole 3.3.5.
Obra´zek 18: Racer 7 - 1,4 ve sche´maticke´m zobrazen´ı
Oznacˇen´ı cˇlen˚u mechanismu zacˇ´ına´ od porˇadove´ho cˇ´ısla 2, protozˇe cˇ´ıslo 1 je rezervova´no pro
za´kladn´ı ra´m. D-H parametry translacˇn´ı cˇa´sti rˇesˇene´ho mechanismu jsou uvedeny v tabulce
2. Vzhledem k tomu, zˇe provedene´ rˇesˇen´ı inverzn´ı kinematicke´ u´lohy sfe´ricke´ho za´peˇst´ı vrac´ı
Eulerovy u´hly ZYZ, cozˇ nen´ı v souladu s D-H u´mluvou, nejsou tyto parametry v tabulce 2
uvedeny.
Tabulka 2: D-H parametry translacˇn´ı cˇa´sti manipula´toru
Cˇlen ai αi di φi
2 a2 0 d2 φ1
3 a3
pi
2
0 φ2
4 a4 0 0 φ3
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Pro odvozen´ı analyticke´ho rˇesˇen´ı kinematiky mechanismu je prˇipomenuta rovnice 3.3.43 popi-
suj´ıc´ı cely´ mechanismus
T17 = T12(q1)T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6), (4.2.1)
kde qi jsou kloubove´ promeˇnne´.
Tyto promeˇnne´ jsou hleda´ny jako funkce prvk˚u matice T17. Vyna´soben´ım rovnice inverz´ı matice
T12(q1) a platnost´ı vztahu
[
T12(q1)
]−1
T12(q1) = E lze rovnici upravit do tvaru[
T12(q1)
]−1
T17 = T23(q2)T34(q3)T45(q4)T56(q5)T67(q6).
4.2.1 Rˇesˇen´ı antropomorfn´ıho ramene manipula´toru
Pro rˇesˇen´ı u´lohy polohy sfe´ricke´ho za´peˇst´ı je trˇeba zave´st kompenzaci de´lky koncove´ho efektoru
vzhledem k pozˇadovane´ trajektorii manipula´toru. Z obra´zku 18 je videˇt, zˇe orientace koncove´ho
efektoru je da´na
S17 =
[
n s a
]
=
s11 s12 s13s21 s22 s23
s31 s32 s33
 . (4.2.2)
Poloha sfe´ricke´ho za´peˇst´ı se potom stanov´ı jako
Pw = P− d7 a. (4.2.3)
Jak bylo rˇecˇeno manipula´tory se sˇesti stupni volnosti a Eulerovy´m za´peˇst´ım lze rozdeˇlit na rˇesˇen´ı
u´lohy polohy za´peˇst´ı a u´lohu orientace koncove´ho efektoru. Pro rˇesˇen´ı ramene manipula´toru se
tedy stacˇ´ı omezit na prvn´ı trˇi klouby manipula´toru. Rovnice transformace pak ma´ tvar
T14 = T12(q1)T23(q2)T34(q3). (4.2.4)
Ze znalosti maticove´ metody, geometrie mechanismu a vyuzˇit´ım Denavit-Hartenbergovy u´mluvy
lze transformaci mezi globa´ln´ım syste´mem 1 a sourˇadnicovy´m syste´mem teˇlesa 2 vyja´drˇit jako
T12 = Tz(d2)Tϕz(φ1)Tx(a2). (4.2.5)
Transformace mezi na´sleduj´ıc´ımi loka´ln´ımi syste´my jsou definova´ny na´sledneˇ:
T23 = Tϕx
(pi
2
)
Tϕz(φ2)Tx(a3), (4.2.6)
T34 = Tϕz(φ3)Tx(a4). (4.2.7)
Dosazen´ım prˇ´ıslusˇny´ch transformacˇn´ıch matic do rovnice 4.2.4 z´ıska´va´me
s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1
 =

cφ1 −sφ1 0 a2cφ1
sφ1 cφ1 0 a2sφ1
0 0 1 d2
0 0 0 1


cφ2 −sφ2 0 a3cφ2
0 0 −1 0
sφ2 cφ2 0 a3sφ2
0 0 0 1


cφ3 −sφ3 0 a4cφ3
sφ3 cφ3 0 a4sφ3
0 0 1 0
0 0 0 1

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
cφ1 sφ1 0 −a2
−sφ1 cφ1 0 0
0 0 1 −d2
0 0 0 1


s11 s12 s13 Px
s21 s22 s23 Py
s31 s32 s33 Pz
0 0 0 1
 =

cφ2 −sφ2 0 a3cφ2
0 0 −1 0
sφ2 cφ2 0 a3sφ2
0 0 0 1


cφ3 −sφ3 0 a4cφ3
sφ3 cφ3 0 a4sφ3
0 0 1 0
0 0 0 1


. . . Pxcφ1 + Pysφ1 − a2
. . . Pycφ1 − Pxcφ1
. . . Pz − d2
0 0 0 1
 =

. . . a3cφ2 + a4c(φ2 + φ3)
. . . 0
. . . a3sφ2 + a4s(φ2 + φ3)
0 0 0 1
 (4.2.8)
U´hel natocˇen´ı φ1
Porovna´n´ım prvk˚u matic (2,4) z obou stran rovnice 4.2.8 lze stanovit neza´vislou kloubovou
sourˇadnici φ1 jako
φ1 = Atan2(Py, Px) nebo φ1 = Atan2(−Py,−Px). (4.2.9)
U´hel natocˇen´ı φ3
Pokud se secˇtou kvadra´ty prvk˚u (1,4) a (3,4) rovnice 4.2.8, lze odvodit vztah pro vy´pocˇet
kloubove´ sourˇadnice φ3.
(Pxcφ1 +Pysφ1−a2)2 + (Pz−d2)2 = (a3cφ2 +a4c(φ2 +φ3))2 + (a3sφ2 +a4s(φ2 +φ3))2, (4.2.10)
cozˇ lze pomoc´ı soucˇtovy´ch goniometricky´ch vzorc˚u zjednodusˇit na tvar
cosφ3 =
(Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24
2a3a4
. (4.2.11)
Ve vztahu 4.2.11 je videˇt analogie se vztahem 4 z tabulky 1. U´hel natocˇen´ı φ3 lze dle tabulky
1 vypocˇ´ıtat jako
φ3 =Atan2
(
(Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24
2a3a4
,
±
√√√√1−((Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2 + (Pz − d2)2 − a23 − a24
2a3a4
)2)
(4.2.12)
U´hel natocˇen´ı φ2
U´hel natocˇen´ı ϕ2 je mozˇne´ odvodit z porovna´n´ı prvk˚u (1,4) rovnice 4.2.4.
Pxcφ1 + Pysφ1 − a2 = a3cφ2 + a4c(φ2 + φ3), (4.2.13)
cozˇ lze upravit do tvaru
(a3 + a4 cosφ3) cos(φ2)− a4 sinφ3 sinφ2 = Pxcφ1 + Pysφ1 − a2, (4.2.14)
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kde je videˇt analogie se vztahem 1 z tabulky 1. S odkazem na rˇesˇen´ı z tabulky 1 lze rˇesˇen´ı v
uzavrˇene´ formeˇ pro u´hel φ2 urcˇit jako
φ2 =Atan2(−a4 sin, (a3 + a4 cosφ3)) (4.2.15)
∓ Atan2(
√
(−a4 sin)2 + (a3 + a4 cosφ3)2 − (Pxcφ1 + Pysφ1 − a2)2, Pxcφ1 + Pysφ1 − a2).
4.2.2 Rˇesˇen´ı sfe´ricke´ho za´peˇst´ı manipula´toru
Rovnice popisuj´ıc´ı mechanismus (3.3.43) lze prˇepsat do tvaru
T17 = T14T47, (4.2.16)
kde transformacni matice T14(φ1, φ2, φ3) mu˚zˇe by´t vypocˇ´ıta´na prˇ´ımou kinematickou u´lohou.
U´loha orientace koncove´ho efektoru je pak ota´zkou rˇesˇen´ı rovnice
S47(φ4, φ5, φ6) = S
T
14S17. (4.2.17)
Analogicky´m vyja´drˇen´ım transformac´ı mezi syste´my 4 azˇ 7 jako
T45 = Tϕz(φ4), (4.2.18)
T56 = Tϕz(φ5), (4.2.19)
T67 = Tϕz(φ6)Tz(d7) (4.2.20)
a dosazen´ım matic smeˇrovy´ch kos´ın˚u do rovnice 4.2.17 lze z´ıskat matici smeˇrovy´ch kos´ın˚u S47.
S47 =
cφ4cφ6sφ5 − sφ4sφ6 −cφ6sφ4 − cφ4cφ5sφ6 cφ4sφ5cφ4sφ6 + cφ6cφ5sφ4 cφ4cφ6 − cφ5sφ4sφ6 sφ4sφ5
cφ5sφ6 − cφ6sφ5 cφ6sφ5 + sφ6sφ5 0
 =
s11 s12 s13s21 s22 s23
s31 s32 s33
 = ST14S17.
(4.2.21)
Rˇesˇen´ım te´to soustavy nelinea´rn´ıch rovnic lze urcˇit u´hly φ4, φ5, φ6. Tyto u´hly jsou relativn´ı
Eulerovy u´hly ZYZ vzhledem k syste´mu 4 a lze je vypocˇ´ıtat jako
φ4 = Atan2(s23, s13), (4.2.22)
φ5 = Atan2
(√
s213 + s
2
23, s33
)
, (4.2.23)
φ6 = Atan2(s32,−s31) (4.2.24)
pro φ5 ∈< 0; pi >, a
φ4 = Atan2(−s23,−s13), (4.2.25)
φ5 = Atan2
(
−
√
s213 + s
2
23, s33
)
, (4.2.26)
φ6 = Atan2(−s32, s31) (4.2.27)
pro φ5 ∈< −pi; 0 >.
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4.2.3 Limitn´ı hodnoty parametr˚u
Na obra´zku 19 jsou zobrazeny geometricke´ rozmeˇry ramen, kloub˚u a jejich vza´jemne´ usporˇa´da´n´ı.
Rovneˇzˇ je zde videˇt, jak vypadaj´ı kinematicke´ dvojice a jake´ jsou jejich mozˇnosti.
Obra´zek 19: Vy´kres manipula´toru Racer 7 - 1,4 [www.comau.com]
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Pro prˇehlednost jsou limitn´ı u´hly natocˇen´ı jednotlivy´ch os manipula´toru zaneseny v tabulce 3.
Tabulka 3: Limitn´ı u´hly natocˇen´ı os
Osa Doln´ı mez u´hlu natocˇen´ı Horn´ı mez u´hlu natocˇen´ı
1 -165◦ +165◦
2 -85◦ +155◦
3 -170◦ 0◦
4 -210◦ +210◦
5 -135◦ +135◦
6 -2700◦ +2700◦
Geometricke´ rozmeˇry jednotlivy´ch ramen jsou uvadeny v tabulce 4.
Tabulka 4: Rozmeˇry ramen robota
Oznacˇen´ı ramene i xi [mm] yi [mm] zi [mm]
1 150 - 430
2 0 - 590
3 684 - 130
4 100 - -
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4.3 Dynamika mechanismu
Prˇi roboticky´ch aplikac´ıch mu˚zˇe by´t navrhovana´ trajektorie, krom limit˚u robotu a prˇeka´zˇek v
pracovn´ım prostoru, v podstateˇ libovolna´. Tote´zˇ nelze rˇ´ıct o orientaci koncove´ho efektoru, jehozˇ
spra´vna´ cˇinnost mu˚zˇe by´t podmı´neˇna konkre´tn´ım natocˇen´ım. Ze vztahu 4.2.3 a prˇedepsane´ ori-
entace efektoru potom vyply´va´ jedina´ mozˇna´ trajektorie pro za´peˇst´ı. Vzhledem k te´to skutecˇnosti,
bude dynamicka´ u´loha provedena pouze pro prvn´ı trˇi cˇleny mechanismu, ktere´ stanovuj´ı polohu
za´peˇst´ı.
Rˇesˇen´ı dynamiky manipula´toru je provedeno pomoc´ı metody uvolnˇova´n´ı a Newton - Eulerovy´ch
rovnic popsany´ch v kapitole 3.5.
Hmotnostneˇ setrvacˇne´ charakteristiky
Pro zjednodusˇen´ı je uvazˇova´na pr˚umeˇrna´ hustota jako homogenn´ı hustota pro vsˇechny cˇleny
mechanismu.
ρ =
m
V
[kg ·m−3], (4.3.1)
kde m = 190, 56 kg je hmotnost robotu uvedena´ na, vy´krese na obra´zku 19.
V = 0, 0256 m3 je objem robotu odecˇteny´ z CAD dat poskytovany´ch vy´robcem.
ρ =
190, 56
0, 0256
= 7421.88 kg ·m−3
Hmotnosti jednotlivy´ch cˇlen˚u mechanismu jsou uvedeny v na´sleduj´ıc´ı tabulce:
Tabulka 5: Hmotnosti cˇlen˚u mechanismu a polohy strˇedisek hmotnosti v loka´ln´ıch syste´mech
Cˇlen xi [mm] yi [mm] zi [mm] mi [kg]
2 16, 49 57, 34 −79, 79 102, 31
3 268, 93 0, 42 −43, 61 24, 95
4 183, 57 −104, 36 97, 28 54, 71
Pomoc´ı programu Inventor 2017 byly odecˇteny polohy jednotlivy´ch strˇedisek hmotnosti cˇlen˚u
mechanismu z CAD dat, ktere´ poskytuje vy´robce.
Matice setrvacˇnosti jsou potom vypocˇ´ıta´ny dle vztahu 3.5.4.Vy´pocˇet je proveden na za´kladeˇ
u´daj˚u z tabulky 5. Vypocˇ´ıtane´ hodnoty moment˚u setrvacˇnosti a deviacˇn´ıch moment˚u [kg ·m2]
jsou potom:
I2 =
 0, 99 −0, 09 0, 16−0, 09 0, 68 0, 49
0, 16 0, 49 0, 36
 , I3 =
 0, 05 −0, 01 0, 29−0, 01 1, 85 0, 01
0, 29 0, 01 1, 81
 , I4 =
 1, 11 1, 05 −0, 981, 05 2, 36 0, 56
−0, 98 0, 56 2, 44
 .
(4.3.2)
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4.3.1 Uvolneˇn´ı mechanismu
Mechanismus byl uvolneˇn dle sche´matu na obra´zku 20.
A
B
C
S2
x2y2
z2
2RAx2RAy
2RAz
2RBx 2RBy
2RBz 2RCx
2RCy B
C
D
E
S3
x3
y3
z3
3RBx
3RBy
3RBz 3RCx
3RCy
3RDy
3RDx
3RDz
3REy
3RDx
D
E
W
S4
x4
z4
y4
4RDx
4RDz
4RDy
4REx
4REy
MH2 MH2
MH3
MH3
MAx MAy
MAH1
Obra´zek 20: Uvolneˇn´ı mechanismu
Byly sestaveny cˇa´sti pravy´ch stran rovnic 3.5.1 a 3.5.2, ktere´ popisuj´ı vnitrˇn´ı silove´ u´cˇinky:
∑
F2 = S12
2RAx2RAy
2RAz
+ S13
3RBx3RBy
3RBz
+ S13
3RCx3RCy
0
 , (4.3.3)
∑
M2 =
2rA ×
2RAx2RAy
2RAz
+ 2rB ×(S23
3RBx3RBy
3RBz
)+ 2rC ×(S23
3RCx3RCy
0
)+
 2MAx2MAy
2MAH1
+ S23
 00
3MCH2
 , (4.3.4)
∑
F3 = S14
4RDx4RDy
4RDz
+ S14
4REx4REy
0
− S13
3RBx3RBy
3RBz
− S13
3RCx3RCy
3RCz
 , (4.3.5)
∑
M3 =
3rD ×
(
S34
4RDx4RDy
4RDz
)+ 3rE ×(S34
4REx4REy
0
)− 3rB ×
3RBx3RBy
3RBz
−
3rC ×
3RCx3RCy
0
+ S34
 00
4MEH3
−
 00
3MCH2
 , (4.3.6)
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∑
F4 = −S14
4RDx4RDy
4RDz
− S14
4REx4REy
0
 , (4.3.7)
∑
M4 = −4rD ×
4RDx4RDy
4RDz
− 4rE ×
4REx4REy
0
−
 00
4MEH3
 . (4.3.8)
Cˇa´sti pravy´ch stran Newton-Eulerovy´ch rovnic, ktere´ popisuj´ı vneˇjˇs´ı silove´ u´cˇinky, byly stano-
veny jako
∑
Q2 = −S12
 00
m2g
 , ∑Q3 = −S13
 00
m3g
 , ∑Q4 = −S14
 00
m4g
− ST14
 00
Gz
 ,
∑
MQ2 =
00
0
 , ∑MQ3 =
00
0
 , ∑MQ4 = −4rEF ×
 00
Gz
 . (4.3.9)
kde cˇlen Gz vyjadrˇuje t´ıhu koncove´ho efektoru. Vzhledem k maxima´ln´ı nosnosti manipula´toru
byla zvolena hmotnost koncove´ho efektoru 7 kg. T´ıhova´ s´ıla efektoru je pak vypocˇ´ıta´na jako
Gz = mg = 7 · 9, 81 = 68, 67 N. (4.3.10)
V rovnic´ıch 4.3.3 azˇ 4.3.9 vystupuj´ı kromeˇ nezna´my´ch reakcˇn´ıch u´cˇink˚u i t´ıhy jednotlivy´ch
cˇlen˚u mechanismu. V momentovy´ch rovnic´ıch nav´ıc figuruj´ı ramena sil, cozˇ jsou radius vektory
vedouc´ı z dane´ho strˇediska hmotnosti k vazba´m. Tyto vektory byly odmeˇrˇeny pomoc´ı programu
Inventor 2017 jako vektory v loka´ln´ıch sourˇadnicovy´ch syste´mech a jejich velikosti jsou uvedeny
v tabulce 6.
Tabulka 6: Radius vektory vazeb
Oznacˇen´ı vektoru xi [mm] yi [mm] zi [mm]
2rA -150 0 -253.4
2rB 0 0 0
2rC 0 -110 0
3rB 0 0 0
3rC 0 0 -110
3rD 590 0 -110
3rE 590 0 0
4rD 0 0 -110
4rE 0 0 0
4rEF 130 -684 0
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4.4 Na´vrh trajektorie
Pro optimalizacˇn´ı u´lohu je uvazˇova´n pracovn´ı prostor, ve ktere´m se nacha´z´ı dveˇ prˇeka´zˇky. Prvn´ı
prˇeka´zˇka, kterou lze popsat okrajovy´mi podmı´nkami
x > 900 pro y > 0, (4.4.1)
y > 900− x pro 800 < x < 900 ∧ y > −100 prox > 900 (4.4.2)
mu˚zˇe reprezentovat naprˇ. steˇnu CNC stroje. Druha´ prˇeka´zˇka, kterou lze obdobneˇ popsat okra-
jovy´mi podmı´nkami
400 <x < 600, (4.4.3)
−200 <y < 600, (4.4.4)
0 <z < 550, (4.4.5)
reprezentuje naprˇ. produkt cˇi jine´ zarˇ´ızen´ı v pracoviˇsti.
Jsou stanoveny cˇtyrˇi pr˚ujezdn´ı body B1, B2, B3 a B4. Tyto body mohou rea´lneˇ prˇedstavovat
naprˇ. mı´sta pro bodove´ svary nebo meˇrˇen´ı vy´robku.
B1 = [1050, -200, 625]
B2 = [700 , 0 , 500]
B3 = [700 , 600 , 500]
B4 = [300 , 600 , 500]
Na obra´zku 21 je zobrazen pracovn´ı prostor s prˇeka´zˇkami, pr˚ujezdn´ı body a navrhovana´ tra-
jektorie, ktera´ se skla´da´ ze trˇ´ı segment˚u Bezie´rovy´ch krˇivek.
Obra´zek 21: Trajektorie v pracovn´ım prostoru
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Orientace koncove´ho efektoru
Pro tuto aplikaci byla zvolena orientace koncove´ho efektoru jako konstantn´ı ve smeˇru svisle
dol˚u. Pomoc´ı Eulerovy´ch u´hlu lze prˇedepsana´ poloha vyja´drˇit jako
S17 = Sz(0)Sy(pi)Sz(0) =
−1 0 00 1 0
0 0 −1
 (4.4.6)
Pro vy´pocˇet trajektorie sfe´ricke´ho za´peˇst´ı je vyuzˇito vztahu 4.2.3
PW = P− d6
 00
−1
 (4.4.7)
Na obra´zku 22 je zna´zorneˇna trajektorie koncove´ho efektoru a trajektorie za´peˇst´ı.
Obra´zek 22: Trajektorie v pracovn´ım prostoru s trajektori´ı efektoru
Vzhledem k prˇeka´zˇka´m v pracovn´ım prostoru a prˇedepsane´ orientaci efektoru je zrˇejme´, zˇe
pokud trajektorie za´peˇst´ı vyhovuje okrajovy´m podmı´nka´m, pak jim vyhovuje i trajektorie
koncove´ho efektoru, jej´ızˇ rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u jsou uvedeny v tabulce 7.
45
Tabulka 7: Rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u navrhovane´ trajektorie
Segment krˇivky 1 2 3
1. rˇ´ıdic´ı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3
P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]
2. rˇ´ıdic´ı bod P21 = [1103,−124, 600] P22 = [600, 152, 464] P23 = [697, 718, 544]
3. rˇ´ıdic´ı bod P31 = [800,−152, 536] P32 = [703, 482, 456] P33 = [588, 622, 640]
4. rˇ´ıdic´ı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4
P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]
Na obra´zku 23 jsou vyneseny pr˚ubeˇhy sourˇadnic trajekorie v karte´zske´m syste´mu x, y a z.
Obra´zek 23: Pr˚ubeˇhy sourˇadnic navrhovane´ trajektorie
O realizovatelnosti pohybu vypov´ıda´ graf na obra´zku 24, kde jsou vyneseny pr˚ubeˇhy u´hlu
natocˇen´ı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitn´ı hodnoty dane´ specifikacemi robotu a u´hlove´ rychlosti a
zrychlen´ı v pohonech.
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Obra´zek 24: Pr˚ubeˇhy kloubovy´ch sourˇadnic a jejich prvn´ıch a druhy´ch derivac´ı
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Dosazen´ım derivac´ı vektorove´ rovnice Be´zierovy kubiky (3.2.3) do vztahu pro vy´pocˇet de´lky
krˇivky (3.2.11) dosta´va´ rovnice pro de´lku krˇivky podobu
lcelk =
3∑
i=1
∫ t
0
√(
(−3t2 + 6t− 3)P1i + (9t2 − 12t+ 3)P2i + (−9t2 + 6t)P3i + 3t2P4i
)2
dt.
(4.4.8)
Vy´pocˇet je realizova´n pomoc´ı numericke´ derivace obdeln´ıkovou metodou. Celkova´ de´lka krˇivky
pro tuto navrhovanou trajektorii vycha´z´ı
lcelk = 3054, 6 mm. (4.4.9)
Na obra´zku 25 jsou vyobrazeny pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u M1, M2 a M3.
Obra´zek 25: Pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u
Pro kvantifikaci spotrˇebovane´ energie byl, d˚usledkem zjednodusˇen´ı popsany´ch v kap. 3.7, zvolen
soucˇet soucˇin˚u obsah˚u ploch pod jednotlivy´mi momentovy´mi krˇivkami a krˇivkami prˇ´ıslusˇny´ch
u´hlovy´ch rychlost´ı
W =
3∑
i=1
∫ t
0
|Miωi| dt. (4.4.10)
Moment s´ıly mu˚zˇe naby´vat jak kladne´, tak za´porne´ hodnoty na rozd´ıl od kvadra´t˚u derivac´ı v
rovnici 4.4.8. V numericke´ integraci je proto uvazˇova´na absolutn´ı hodnota moment˚u.
Energeticke´ na´roky pro realizaci pohybu po te´to navrhovane´ trajektorii je
W = 139, 15 Nm.
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4.5 Optimalizace trajektorie
V na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti bude trajektorie, uvazˇovana´ v kap. 4.4, optimalizova´na dle krite´ri´ı, ktera´
byla obecneˇ popsa´na v kapitole 3.7.
U´loha optimalizace se zredukovala na proble´m hleda´n´ı sˇesti nezna´my´ch parametr˚u - sourˇadnic
rˇ´ıdic´ıch bod˚u P21 a P31 v karte´zske´m sourˇadicove´m syste´mu (kap. 3.7). Geneticky´ algoritmus
hleda´ vhodna´ rˇesˇen´ı s ohledem na okrajove´ podmı´nky, popsane´ v kap. 4.4, a krite´ri´ı, ktera´ jsou
formulova´na dle hledane´ho rˇesˇen´ı.
4.5.1 Optimalizace trajektorie dle strojove´ho cˇasu
Minimalizace strojove´ho cˇasu je v tomto prˇ´ıpadeˇ rˇesˇena jako hleda´n´ı minima de´lky trajektorie.
Optimalizacˇn´ı krite´rium je formulova´no jako
krit = min
(
3∑
i=1
∫ t
0
√(
(−3t2 + 6t− 3)P1i + (9t2 − 12t+ 3)P2i + (−9t2 + 6t)P3i + 3t2P4i
)2
dt.
)
.
(4.5.1)
Polohy rˇ´ıdic´ıch bod˚u prvn´ıho rˇ´ıdic´ıho polygonu, ktere´ byly nalezeny jako nejvhodneˇjˇs´ı rˇesˇen´ı
pro dane´ optimalizacˇn´ı krite´rium jsou
P21 = [1090, -181, 625],
P31 = [800 , -168, 532].
Na obra´zku 26 je zobrazena trajektorie optimalovana´ podle kriteria ze vztahu 4.5.1. Rˇ´ıdic´ı body
rˇ´ıdic´ıch polygon˚u jsou zaneseny do tabulky 8.
Obra´zek 26: t-optimalizovana´ trajektorie v pracovn´ım prostoru
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Tabulka 8: Rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u t-optimalizovane´ trajektorie
Segment krˇivky 1 2 3
1. rˇ´ıdic´ı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3
P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]
2. rˇ´ıdic´ı bod P21 = [1090,−181, 625] P22 = [600, 168, 468] P23 = [710, 708, 505]
3. rˇ´ıdic´ı bod P31 = [800,−168, 532] P32 = [690, 492, 495] P33 = [640, 599, 487]
4. rˇ´ıdic´ı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4
P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]
Na obra´zku 27 jsou vyneseny pr˚ubeˇhy sourˇadnic trajekorie v karte´zske´m syste´mu x, y a z.
Obra´zek 27: Pr˚ubeˇhy sourˇadnic t-optimalizovane´ trajektorie
O realizovatelnosti pohybu vypov´ıda´ graf na obra´zku 28, kde jsou vyneseny pr˚ubeˇhy u´hlu
natocˇen´ı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitn´ı hodnoty dane´ specifikacemi robotu a u´hlove´ rychlosti a
zrychlen´ı v pohonech.
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Obra´zek 28: Pr˚ubeˇhy kloubovy´ch sourˇadnic a jejich derivac´ı prˇi t-optimalizovane´ trajektorii
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De´lka krˇivky pro trajektorii optimalizavanou dle krite´ria (vztah 4.5.1) vycha´z´ı
lt−opt = 2988, 9 mm. (4.5.2)
Na obra´zku 29 jsou vyobrazeny pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u M1, M2 a M3.
Obra´zek 29: Pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u prˇi t-optimalizovane´ trajektorii
Spotrˇebovana´ energie prˇi realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10
Wt−opt = 140, 06 Nm. (4.5.3)
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4.5.2 Optimalizace trajektorie dle energeticky´ch na´rok˚u
Minimalizace energeticky´ch na´rok˚u je v tomto prˇ´ıpadeˇ rˇesˇena jako hleda´n´ı minima sumace
soucˇin˚u obsah˚u ploch pod jednotlivy´mi momentovy´mi krˇivkami a krˇivkami prˇ´ıslusˇny´ch u´hlovy´ch
rychlost´ı. Optimalizacˇn´ı krite´rium je formulova´no jako
krit = min
(
3∑
i=1
∫ t
0
|Miωi| dt
)
. (4.5.4)
Polohy rˇ´ıdic´ıch bod˚u prvn´ıho rˇ´ıdic´ıho polygonu, ktere´ byly nalezeny jako nejvhodneˇjˇs´ı rˇesˇen´ı
pro dane´ optimalizacˇn´ı krite´rium jsou
P21 = [1075, -179, 800],
P31 = [800 , -168, 590].
Na obra´zku 30 je zobrazena trajektorie optimalovana´ podle kriteria ze vztahu 4.5.4. Rˇ´ıdic´ı body
rˇ´ıdic´ıch polygon˚u jsou zaneseny do tabulky 9.
Obra´zek 30: W-optimalizovana´ trajektorie v pracovn´ım prostoru
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Tabulka 9: Rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u W-optimalizovane´ trajektorie
Segment krˇivky 1 2 3
1. rˇ´ıdic´ı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3
P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]
2. rˇ´ıdic´ı bod P21 = [1075,−179, 800] P22 = [600, 168, 410] P23 = [725, 708, 561]
3. rˇ´ıdic´ı bod P31 = [800,−168, 590] P32 = [675, 492, 439] P33 = [701, 599, 655]
4. rˇ´ıdic´ı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4
P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]
Na obra´zku 31 jsou vyneseny pr˚ubeˇhy sourˇadnic trajekorie v karte´zske´m syste´mu x, y a z.
Obra´zek 31: Pr˚ubeˇhy sourˇadnic W-optimalizovane´ trajektorie
O realizovatelnosti pohybu vypov´ıda´ graf na obra´zku 32, kde jsou vyneseny pr˚ubeˇhy u´hlu
natocˇen´ı φ1, φ2 a φ3 a jejich limitn´ı hodnoty dane´ specifikacemi robotu a u´hlove´ rychlosti a
zrychlen´ı v pohonech.
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Obra´zek 32: Pr˚ubeˇhy kloubovy´ch sourˇadnic a jejich derivac´ı prˇi W-optimalizovane´ trajektorii
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De´lka krˇivky pro trajektorii optimalizavanou dle krite´ria (vztah 4.4.8) vycha´z´ı
lW−opt = 3302, 4 mm. (4.5.5)
Na obra´zku 33 jsou vyobrazeny pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u M1, M2 a M3.
Obra´zek 33: Pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u prˇi W-optimalizovane´ trajektorii
Spotrˇebovana´ energie prˇi realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10
WW−opt = 119, 23 Nm. (4.5.6)
56
4.5.3 Optimalizace trajektorie prˇi uvazˇova´n´ı pr˚uniku optimalizacˇn´ıch podmı´nek
Pro hleda´n´ı optima´ln´ı trajektorie s prˇihle´dnut´ım k obeˇma prˇedchoz´ım krite´ri´ım je navrzˇeno
krite´rium
krit = min
(
k1r1lcelk + k2r2W
)
, (4.5.7)
kde lcelk je de´lka krˇivky popsana´ rovnic´ı 4.4.8,
W je kriterium popsane´ rovnic´ı 4.4.10.
Z vy´sledk˚u z prˇedesˇly´ch kapitol je videˇt, zˇe pomeˇr mezi vy´slednou kvantifikac´ı moment˚u a
de´lkou trajektorie je sˇest azˇ sedm. Pro optimalizaci byly uvazˇova´ny koeficienty pro srovna´n´ı
vah krite´ri´ı
r1 = 1, (4.5.8)
r2 = 23. (4.5.9)
Koeficienty k1 a k2, ktere´ prˇirazuj´ı d˚ulezˇitost preferovane´mu parametru, ktery´ ma´ by´t optima-
lizova´n, byly stanoveny
k1 = 1, (4.5.10)
k2 = 1, 2. (4.5.11)
Preferovany´m krite´riem je tedy u´spora energie.
Na obra´zku 34 je zobrazena trajektorie optimalizovana´ podle kriteria ze vztahu 4.5.7.
Obra´zek 34: tW-optimalizovana´ trajektorie v pracovn´ım prostoru
57
Na rozd´ıl od prˇedesˇly´ch krite´ri´ı optimalizace, ktera´ byla za´visla´ pouze na jedne´ funkci, je nyn´ı
krite´rium za´visle´ na dvou funkc´ıch. V teˇchto prˇ´ıpadech je z´ıska´no sˇiroke´ spektrum rˇesˇen´ı.
Oba´lkou teˇchto rˇesˇen´ı je tzv. Paretova mnozˇina, ktera´ vyjadrˇuje jisty´ rovnova´zˇny´ stav. Po-
kud by bylo potrˇeba pos´ılit d˚ulezˇitost jednoho z krite´ri´ı, bude to na u´kor druhe´ho. Graficky je
tato mnozˇina rˇesˇen´ı zpracova´na na obra´zku 35.
Obra´zek 35: Paretova mnozˇina
Z grafu Paretovy mnozˇiny je zrˇejme´, zˇe nalezene´ rˇesˇen´ı je skutecˇneˇ optimum pro zvolene´
krite´rium. Existuj´ı sice nalezena´ rˇesˇen´ı, ktera´ jsou rychlejˇs´ı, ale jsou i energeticky na´rocˇneˇjˇs´ı.
Polohy rˇ´ıdic´ıch bod˚u prvn´ıho rˇ´ıdic´ıho polygonu, ktere´ byly nalezeny jako nejvhodneˇjˇs´ı rˇesˇen´ı
pro dane´ optimalizacˇn´ı krite´rium jsou
P21 = [1096, -140, 643]
P31 = [800 , -157, 544]
Rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u trajektorie jsou zaneseny do tabulky 10.
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Tabulka 10: Rˇ´ıdic´ı body rˇ´ıdic´ıch polygon˚u tW-optimalizovane´ trajektorie
Segment krˇivky 1 2 3
1. rˇ´ıdic´ı bod
P11 = B1 P12 = P41 = B2 P13 = P42 = B3
P11 = [1050,−200, 625] P12 = [700, 0, 500] P13 = [700, 600, 500]
2. rˇ´ıdic´ı bod P21 = [1096,−140, 643] P22 = [600, 157, 456] P23 = [704, 710, 534]
3. rˇ´ıdic´ı bod P31 = [800,−157, 544] P32 = [696, 490, 466] P33 = [616, 599, 592]
4. rˇ´ıdic´ı bod
P41 = B2 P42 = B3 P43 = B4
P41 = [700, 0, 500] P42 = [700, 600, 500] P43 = [300, 600, 500]
Na obra´zku 36 jsou vyneseny pr˚ubeˇhy sourˇadnic trajekorie v karte´zske´m syste´mu x, y a z.
Obra´zek 36: Pr˚ubeˇhy sourˇadnic tW-optimalizovane´ trajektorie
O realizovatelnosti pohybu vypov´ıda´ graf na obra´zku 37, kde jsou vyneseny pr˚ubeˇhy u´hlu
natocˇen´ı ϕ1, ϕ2 a ϕ3 a jejich limitn´ı hodnoty dane´ specifikacemi robotu a u´hlove´ rychlosti a
zrychlen´ı v pohonech.
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Obra´zek 37: Pr˚ubeˇhy kloubovy´ch sourˇadnic a jejich derivac´ı prˇi tW-optimalizovane´ trajektorii
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De´lka krˇivky pro trajektorii optimalizavanou dle krite´ria (rovnice 4.5.7) vycha´z´ı
ltW−opt = 3025, 7 mm. (4.5.12)
Na obra´zku 38 jsou vyobrazeny pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u M1, M2 a M3.
Obra´zek 38: Pr˚ubeˇhy hnac´ıch moment˚u prˇi tW-optimalizovane´ trajektorii
Spotrˇebovana´ energie prˇi realizaci tohoto pohybu je dle 4.4.10
WtW−opt = 132, 51 Nm. (4.5.13)
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4.6 Zhodnocen´ı vy´sledk˚u
Z d˚uvodu u´spory mı´sta prˇi prezentaci vy´sledk˚u optimalizace jsou trajektorie nalezene´ v prˇedchoz´ıch
kapitola´ch prˇejmenova´ny.
Trajektorie optimalizovana´
= t-optimalizovana´ trajektorie
dle strojove´ho cˇasu
Trajektorie optimalizovana´
= W-optimalizovana´ trajektorie
dle energeticky´ch na´rok˚u
Trajektorie optimalizovana´
= tW-optimalizovana´ trajektorie
prˇi uvazˇova´n´ı optima´ln´ıho pomeˇru
Na obra´zku 39 jsou, pro porovna´n´ı, vykresleny vsˇechny krˇivky v pracovn´ım prostoru robotu.
Obra´zek 39: Srovna´n´ı trajektori´ı v pracovn´ım prostoru
V tabulce 11 jsou pro srovna´n´ı zaneseny de´lky trajektori´ı a procentuelneˇ vyja´drˇeno, zda a o
kolik jsou dane´ trajektorie kratsˇ´ı cˇi delˇs´ı.
Tabulka 11: Srovna´n´ı de´lek trajektori´ı
Trajektorie Navrhovana´ t-optimalizovana´ W-optimalizovana´ tW-optimalizovana´
De´lka [mm] 3054, 8 2988, 9 3302, 4 3025, 7
Vyja´drˇen´ı % 0 % −2, 16 % +8, 11 % −0, 95 %
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Na obra´zku 40 jsou videˇt pr˚ubeˇhy kvantifikovany´ch energeticky´ch na´rok˚u prˇi vykona´va´n´ı prˇede-
psane´ho pohybu. Na prvn´ı pohled je videˇt rozd´ıl mezi obsahy ploch pod momentovy´mi krˇivkami,
zejme´na pak u W-optimalizovane´ trajektorie.
Obra´zek 40: Srovna´n´ı energeticky´ch na´rok˚u
V tabulce 12 jsou uvedeny hodnoty kvantifikovany´ch energeticky´ch na´rok˚u dle kap. 3.7. Opeˇt
je zde uvedeno i procentueln´ı vyja´drˇen´ı vhodnosti krˇivky z dane´ho optimalizacˇn´ıho hlediska.
Tabulka 12: Srovna´n´ı energeticky´ch na´rocˇnost´ı trajektori´ı
Trajektorie Navrhovana´ t-optimalizovana´ W-optimalizovana´ tW-optimalizovana´
Krite´rium [Nm] 139, 15 140, 06 119, 23 132, 51
Vyja´drˇen´ı % 0 % +0, 66 % −14, 32 % −4, 77 %
Z uvedeny´ch u´daj˚u lze konstatovat, zˇe u´loha optimalizace trajektorie roboticke´ho manipula´toru
byla splneˇna a vy´sledky jsou v souladu s ocˇeka´va´n´ım.
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5 Za´veˇr
V prvn´ı cˇa´sti pra´ce byly prostudova´ny mozˇnosti navrhova´n´ı trajektori´ı s ohledem na pozˇadovane´
vlastnosti krˇivky, jako je naprˇ´ıklad spojitost. Byla popsa´na problematika rˇesˇen´ı kinematicke´ a
dynamicke´ u´lohy a byly uka´za´ny za´kladn´ı metody a postupy jak takove´ u´lohy rˇesˇit. V ra´mci
rˇesˇen´ı prostorovy´ch mechanismu˚ byla popsa´na Denavit-Hartengerova u´mluva, ktera´ se pouzˇ´ıva´
pro systematicky´ popis mechanismu˚. Da´le jsou uvedeny principy fungova´n´ı geneticky´ch optima-
lizacˇn´ıch algoritmu˚ a uka´za´ny jejich vy´hody a nevy´hody v porovna´n´ı s jiny´mi druhy algoritmu˚.
V za´veˇru prvn´ı cˇa´sti byly formulova´ny pozˇadavky na optimalizacˇn´ı krite´ria.
Druha´ cˇa´st te´to pra´ce se zaby´va´ rˇesˇen´ım konkre´tn´ıho typu manipula´toru. Byl zvolen robot
Racer 7 - 1,4 od spolecˇnosti Comau. Jedna´ se o sˇestiosy´ roboticky´ manipula´tor, ktery´ se skla´da´
z antropomorfn´ıho ramene a sfe´ricke´ho za´peˇst´ı. Bylo provedeno rˇesˇen´ı kinematiky vsˇech sˇesti
os mechanismu. Z d˚uvodu zjednodusˇen´ı popsane´ho v kapitole 4.4 se rˇesˇen´ı dynamicke´ u´lohy
zredukovalo pouze na rˇesˇen´ı prvn´ıch trˇ´ı os (tzn. bez sfe´ricke´ho za´peˇst´ı). Byla navrzˇena trajekto-
rie s respektem ke zvoleny´m prˇeka´zˇka´m v pracovn´ım prostoru stroje. Na´sledneˇ byla provedena
optimalizace trajektorie krite´ri´ı navrzˇeny´ch v kapitole 3.7.
Zhodnocen´ı vy´sledk˚u pra´ce je provedeno v kapitole 4.6. Vy´sledky odpov´ıdaj´ı ocˇeka´va´n´ı a
podarˇilo se usporˇit strojovy´ cˇas na pracovn´ı cyklus i energii, ktera´ by byla pro realizaci pohybu
potrˇeba.
V me´ p˚uvodn´ı vizi bylo nav´ıc proveden´ı experimentu na rea´lnem robotu, ktery´ byl zvolen pro
analy´zu. Bohuzˇel, z d˚uvodu vyt´ızˇenosti stroje a persona´lu nebylo mozˇne´ toto meˇrˇen´ı uskutecˇnit.
Smeˇr, ktery´m by se tato pra´ce mohla ub´ırat da´le je urcˇiteˇ proveden´ı tohoto experimentu a
srovna´n´ı s vy´pocˇty, zakomponova´n´ı dynamiky sfe´ricke´ho za´peˇst´ı, aplikace diferencia´ln´ı kine-
matiky pro mechanismus nebo aplikace tohoto optimalizacˇn´ıho postupu na rea´lne´ roboticke´
aplikaci.
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